
 

 

 

 فصل اول 

 ترسیم دیاگرام لنگر خمشی سازه 

 مقدمه

 یمل هاالعمحاسبه عکس یسازه محاسبه شود. برا یگاهیهتک یالعمل هاعکس یدسازه، ابتدا با یلنگر خمش یاگرامد یمترس یبرا

 با سپس مشخص شود. یگاه یهتک یتا روش محاسبه عکس العمل هاسازه مشخص شود  ینیدرجه نامع یدسازه، ابتدا با یگاهیهتک

 .یمآور یبه دست م یمقدار لنگر را در نقاط بحران با استفاده از مقطع زدن ی،نقاط بحران توجه به

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 محاسبه درجه نامعینی سازه

𝑛سازه ینی: درجه نامع 

𝑘اعضا ین: تعداد کادر بسته ب 

𝑟یگاه یهتک ی: تعداد عکس العمل ها 

𝑐تعداد معدالات شرط : 

 (𝑛) محاسبه درجه نامعینی سازه

𝑛سازه معین ) = 0) 

𝑛سازه نامعین ) > 0) 

 ییکاز روش استات یگاهیهالعمل تکمحاسبه عکس

 افت یباز روش ش یگاهیهالعمل تکمحاسبه عکس

𝑛 = 3𝑘 + 𝑟 − (3 + 𝑐) 



 

در  ینبنابرا در اطراف آن محصور شده باشد. یاکه توسط اعضا سازه ینکته: کادر بسته در واقع عبارت است از سطح

 محاسبه نخواهد شد. ینشده با زم یلکادر بسته تشک ینیمحاسبه درجه نامع

 

 

 

 

 

 

 

 

 شود.حالتی که اعضا از روی هم عبور کنند، به ازای هر عبور یک عدد از تعداد کادر های بسته کاسته مینکته: در 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (یادآوری استاتیکعکس العمل های تکیه گاهی:)

 

 

 

 

 

 

𝑘 = 1 𝑘 = 6 

𝑘1 

𝑘2 

𝑘3 

𝑘4 
𝑘1 

𝑘5 𝑘6 

𝑘 = 7 - 2 = 5 

 اندد اعضایی که از روی هم عبور کردهتعدا

 

𝑘1 

𝑘2 

𝑘3 

𝑘4 

𝑘5 

𝑘6 

𝑘7 

𝑟 = 2 𝑟 = 1 𝑟 = 3 𝑟 = 2 



 مفهوم معادلات شرط:

 داشت. یمسازه که صفر هستند، معادلات شرط خواه یداخل یاز اتصالات به تعداد مولفه ها یکدر هر 

 توضیحات شکل  ردیف

تعداد 

معادلات 

 شرط

1 

 

 1 (M = 0) .شوددر این اتصال لنگر خمشی تحمل نمی

 1 (V = 0) .شودنیروی برشی تحمل نمیدر این اتصال   2

3  

در این اتصال نیروی محوری و لنگر خمشی تحمل 

 .شودنمی

(N = 0 , M = 0) 

2 

4  

ولی به  شود.این اتصال نیروی محوری تحمل نمی در

 .شودحضور دو غلتک لنگر خمشی تحمل می دلیل

(N = 0) 

1 

5 

 

 1 (N = 0). شودیتحمل نم یمحو یرویاتصال ن یندر ا

6 
تحمل  یو لنگر خمش یبرش یرویاتصال ن یندر ا 

 .شودینم

(V = 0 , M = 0) 

2 

 

 

 (Cدیگر متصل شده باشند، تعداد معادلات شرطی )به یک صورت مجزاءبه میله توسط یک مفصل خمشی  𝒏هرگاه نکته: 

𝒏)برابر  در این اتصال −  است. (1



 مقابل متصل شده است.عضو بصورت مجزاء به مفصل خمشی شکل  3

 لذا داریم:

 

 

 

 

 مدل سازی فنرها و کابل ها در تعیین درجه نامعینی

 و در انتها به تعداد اعضا  کنیمیسازه را محاسبه م ینیآنرا حذف کرده و درجه نامع ،و کابل در سازه یچشیدر صورت وجود فنر پ

 .ییمافزایم ینیحذف شده به درجه نامع

  کنیمیسازه را محاسبه م ینینامع آنرا حذف کرده و درجه ؛گاه متصل باشدیهبه تک ی، اگر فنر انتقالیوجود فنر انتقالدر صورت 

 داخل سازه و به اعضا سازه متصل یکه فنر انتقال یدر صورت اما .ییمافزایم ینیو در انتها به تعداد اعضا حذف شده به در جه نامع

 .یکنیمسازه را محاسبه م ینیو درجه نامع کنیممی یعضو دو سر مفصل مدلساز یکآنرا با  بوده باشد؛

 

 

 

 

 درجه نامعینی سازه مقابل را محاسبه کنید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑐 = 3 - 1 = 2 

 1تمرین 



 حل:

𝑘 = 3 

𝑟 = 3 

𝑐 = 6 

                                                     𝑛 = 3)3( + 3 - )6 + 3( = 3 + 3 = 6 

 

 

 

 

 

 درجه نامعینی در تیر ها

رجه د یینها در تعیر( در تی)عکس العمل افق یمحور یرویاز ن توانیوجود ندارد، م یمحور یروین تا  عمد یرهادر ت ینکها با توجه به

 صرف نظر کرد. ینینامع

𝑛 =  3𝑘 + 𝑟 –  ( 𝑐 + 2 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 چقدر است؟نامعینی سازه مقابل را درجه 

 

𝑛 = 3 − (  2 + 2 ) =  −1 

          

 سازه ناپایدار است.           

 

 د اعضاء حذف شدهتعدا

 

𝑘2 

𝑘3 𝑘1 

𝑐 = 2 𝑐 = 2 

𝑐 = 1 𝑐 = 1 

 در تیرها کادر بسته نداریم

 

 میو عکس العمل قائم دار یصرف نظر شده است و فقط لنگر خمش یمحور یرویاز ن

𝑛 = 𝑟 − (𝑐 + 2) 

 2تمرین 

𝑐 = 1 

𝑐 = 1 



 

 درجه نامعینی خرپا

𝑛   از همان فرمول یتواندر خرپا ها م ینیمحاسبه درجه نامع یبرا = 3𝑘 + 𝑟 − (3 + 𝑐).استفاده کرد 

 .شودیم یشنهادپ یربودن تعداد اعضا خرپا و امکان اشتباه در محاسبات روش ز یادز یلبه دل اما

𝑏 =  تعداد اعضاء خرپا 

𝑟 = گاهیالعمل های تکیهتعداد عکس 

j  = های خرپاتعداد گره 

 شود.گاهی نیز میشامل مفاصل تکیه jنکته: 

 

 

 

 

 

 

 درجه نامعینی خرپای زیر را محاسبه نمایید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑛 = 𝑏 + 𝑟 − 2𝑗 

 3تمرین 

𝑛 = 𝑏 + 𝑟 − 2𝑗 = 0  

𝑏 = 11 

𝑟 = 3 

𝑗 = 7 

𝑘 = 5 

𝑟 = 3 

𝑐 = 15 

𝑛 = 3𝑘 + 𝑟 − (3 + 𝑐) = 0 



 با استفاده از روش استاتیکیگاهی سازه های معین محاسبه عکس العمل تکیه

∑)در سازه های معین میتوانیم با استفاده از روابط تعادل استاتیکی  𝐹𝑥 = 0, ∑ 𝐹𝑦 = 0, ∑ 𝑀 = گاهی العمل های تکیه( عکس0

 هیا نیروی های داخلی را در هر نقطه از سازه بدست آَوریم. اما در سازه های نامعین نمیتوانیم با استفاده از روابط تعادل استاتیکی ساز

 تحلیل کنیم.را 

، کی فوقستاتیا کنیم و با استفاده از روابط تعادلبرای بدست آوردن نیرو های داخلی در هر نقطه از تیر، برشی در آن نقطه ایجاد می

 کنیم.نیرو های داخلی را محاسبه می

 

مفصل برشی و ...( سازه را از قسمت ناپیوستگی جدا کرده و  –در سازه های معین درصورت وجود ناپیوستگی )مفصل خمشی 

گاهی سازه را همجهول در آن وجود دارد منویسیم و سپس عکس العمل های تکی 3روابط تعادل را برای هر قسمت از سازه که کمتر از 

 کنیم.محاسبه می

 

 

 

 

 

 .گاهی سازه زیر را بدست آوریدالعمل های تکیهعکس

 حل:

  Bدر تیر ها نیروی محوری وجود ندارد؛ لذا در مفصل خمشی نقطه 

 مقدار لنگر صفر بوده و فقط نیروی برشی وجود دارد.

 سازه را  چپسازه را از مفصل خمشی جدا کرده و سمت 

 .)زیرا سمت راست سازه بدلیل وجود لنگر خمشی در کنیمتحلیل می

 گاه گیر، تعداد مجهولات بیشتر است.(تکیه

 گیریم.در لنگر گیری بصورت پیش فرض و اختیاری، لنگر های ساعتگرد را مثبت و پادساعتگرد را منفی درنظر می 

 

∑ 𝑴𝑩 = 𝟎 →  𝑨𝒚 × 𝑳 − 𝑷 ×
𝑳

𝟐
= 𝟎 →  𝑨𝒚 =

𝑷

𝟐
 

 

∑ 𝑭𝒚 = 𝟎 → 𝑷 − 𝑽𝑩 − 𝑨𝒚 = 𝟎 →  𝑽𝑩 = 𝑨𝒚 =
𝑷

𝟐
 

 

 

 

 4تمرین 

𝐴 𝐵 𝐶 

𝐴𝑦 

𝑉𝐵 



∑ 𝑭𝒚 = 𝟎 → 𝑽𝑩 − 𝑪𝒚 = 𝟎 →  𝑪𝒚 = 𝑽𝑩 =
𝑷

𝟐
  

 

∑ 𝑴𝑩 = 𝟎 →  −𝑪𝒚 × 𝑳 + 𝑴𝑪 = 𝟎 →  𝑴𝑪 =
𝑷𝑳

𝟐
 

 

 

 

 

 

 

 .گاهی سازه زیر را محاسبه کنیدالعمل های تکیهعکس

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ترسیم دیاگرام لنگر خمشی بار های متمرکز

 کنیم.شود؛ از دیاگرام لنگر استفاده میبرای آنکه بدانیم در هر نقطه از سازه ناشی از بارگذاری چه لنگری وارد می

اسبه بحرانی اقدام به مح گاهی را بدست آورده و با توجه به نقاطالعمل های تکیهبرای ترسیم دیاگرام لنگر سازه، ابتدا باید عکس

 نماییم.لنگر در نقاط مذکور )نقاط بحرانی( کرده و سپس اقدام به ترسیم دیاگرام می

 

 نقاط بحرانی

، نگر متمرکزز ، محل اثر لکند. مانند ناپیوستگی ها ، محل اثر بار متمرکبه نقاطی گویند که شیب نمودار لنگر در آن نقاط تغییر می

 ر ها و یا ....وجود تکیه ها بین تی

ه . باتوجه به اینکحاسبه کنیممدر هنگاه مواجه با نقاط بحرانی ابتدا باید در نقاط مذکور مقطع زده و مقدار لنگر در آن نقطه را 

 )بصورت خطی( است؛ اقدام به اتصال نقاطی که لنگر آنها مشخص است می نماییم. 1شیب دیاگرام لنگر در بار های متمرکز درجه 

𝑉𝐵 
𝐶𝑦 

𝑀𝐶 

 1مسئله 

𝐴 𝐵 𝐶 



 

 

 

 

 

 

 دیاگرام لنگر سازه زیر را رسم کنید.

 حل:

 گاهیالعمل های تکیهدر سازه مقابل بعد از بدست آوردن عکس

  نقطه بحرانی است. 2در میابیم که سازه دارای 

 ر بار متمرکز است. که آنرایکی مفصل خمشی و دیگری محل اث

 کنیم.نامگذاری می Oنقطه 

 مقدار لنگر برابر با صفر است. از طرفی میدانیم در مفصل خمشی

 لذا نیاز به جداکردن سازه یا مقطع زدن در مفصل خمشی را نداریم.

 سازه را از محل اثر بار مقطع میزنیم.

 گذاشتن بار متمرکز یا نگذاشتن آن در محل مقطع، تأثیری بر مقدار لنگر در نقطه مذکور ندارد. زیرا بازوی لنگر آن برابر صفر است.

 

∑ 𝑴𝑶 = 𝟎 →  𝑨𝒚 × 𝟎. 𝟓𝑳 − 𝑴𝑶 = 𝟎 →  𝑴𝑶 =  
𝑷𝑳

𝟒
 

 

 

 

 

 

 

 

 لنگر در این ناحیه مقدار مثبت دارد                                                  

 

 

 لنگر در این ناحیه مقدار منفی دارد.

 

 

 

 

 

 5 تمرین

𝐴 𝐵 𝐶 

𝑉𝑂 

𝑀𝑂 

𝐴𝑦 

+
𝑃𝐿

4
 

−
𝑃𝐿

2
 



 تار پایین تحت کشش است

 تار بالا تحت فشار است

 تغییر شکل خندان سازه

 تار پایین تحت فشار است

 تار بالا تحت کشش است

 ازهستغییر شکل گریان 

 منفیمفهوم لنگر مثبت و 

بالای تیر را به فشار و تار پایین تیر را به کشش بیاندازد. به عبارت دیگر لنگر مثبت به لنگری لنگر مثبت به لنگری گویند که تار 

 گویند که تغییر شکل خندان در سازه ایجاد کند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

لنگر منفی به لنگری گویند که تار بالای تیر را به کشش و تار پایین تیر را به فشار بیاندازد. به عبارت دیگر لنگر منفی به لنگری 

 گویند که تغییر شکل گریان در سازه ایجاد کند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دیاگرام لنگر سازه مقابل را رسم کنید.

 

 

 2مسئله 

𝐴 𝐵 𝐶 



 

 x( و تابع یخط یر)غ 2گسترده درجه  یلنگر در بار ها یاگرامد یبلنگر با بار گسترده، ش یاگرامد یمنکته: در ترس

مورد را  4شود این توصیه میکنید. به مهندسین عزیز تا از مهمترین دیاگرام لنگر ملاحظه می 4در شکل زیر  .ستا

 است.( L)در تمامی سازه ها طول سازه برابر با حفظ کنند. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

−
𝑄𝐿2

12
 −

𝑄𝐿2

12
 

+
𝑄𝐿2

24
 

𝑄 

+
𝑄𝐿2

8
 

𝑄 

𝑃 

−
𝑃𝐿

8
 −

𝑃𝐿

8
 

+
𝑃𝐿

8
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شود؛ در ترسیم دیاگرام لنگر، لنگر مثبت در بالای تیر رسم شده و برخی منابع دیگر در منابع مشاهده مینکته: در برخی 

پایین تیر رسم شده است. راجب این موضوع لازم است خدمت مهندسین عزیز عرض کنیم که هر دو ترسیم صحیح بوده 

 لنگر است. )مثبت یا منفی بودن( ماهیتو  مقدارو انچه در ترسیم اهمیت دارد 

 

 

 تحلیل خرپاهای معین

 .کنندیرا تحمل نم یو لنگر خمش یبرش یرویگونه ن یچوجود دارد و ه یمحور یرویهستند که در آنها فقط ن ییخرپاها اعضا

 .باشندیم یاصل یخرپاها روش مفصل و روش مقطع جز روش ها یلتحل در

 

 روش مفصل

 

 یمفصل بررس (yو  x) یو معادلات تعادل را در دو راستا گیریمیجداگانه در نظر مبطور  را خرپا یاز مفصل ها یکروش هر  یندر ا

 .کنیمیم

 

شود که فاقد نیروی محوری هستند. شناخت این اعضاء کمک ا، به اعضایی گفته میاعضا صفر نیرویی در خرپاه نکته:

 کند.شایانی به تحلیل مسائل مربوط به خرپا می

 

 

𝑃 

+
𝑃𝐿

4
 



 صفر نیرویی است. DBعضو 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .صفر نیرویی است BCو  ABعضو 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∑ 𝐹𝑥 = 0 →  𝐹𝐴𝐵 + 𝐹𝐵𝐶 = 0 

∑ 𝐹𝑦 = 0 →  𝐹𝐷𝐵 = 0 

 

∑ 𝐹𝑥 = 0 →  𝐹𝐴𝐵 + (𝐹𝐵𝐶 × 𝑐𝑜𝑠𝜃) = 0 

∑ 𝐹𝑦 = 0 →  𝐹𝐶𝐵 × 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 

 𝜃 

𝐹𝐴𝐵 = 𝑃1 کششی 

𝐹𝐵𝐶 = 𝑃2 کششی    

𝑃2 

𝑃1 

∑ 𝐹𝑦 = 0 →  𝐹𝐵𝐷 = 𝑃  کششی  

𝑃 



 شکل فاقد بارگذاری Kخرپا 

 کششی   و فشاری

 

 

 

 

 

 مفهوم نیروی فشاری و کششی در خرپا

در تحلیل خرپا ها ، در صورتی که نیروی عضو مورد نظر، مفصل را تحت کشش قرار دهد نیرو کششی و در صورتی که تحت فشار 

 فشاری است.قرار دهد نیرو 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 چقدر است؟ CFنیروی عضو  رو به رو در خرپای

 است.( L)طول افقی و عمودی تمامی اعضاء برابر 

 

 

 

 

 

𝐹𝐴𝐵 = −𝐹𝐵𝐶   

𝐹𝐴𝐵 =   فشاری

𝐹𝐵𝐶 =   کششی

 6تمرین 



 حل:

 مرحله اول شناخت اعضاء صفر نیرویی

∑) .صفر است  AEعضو نیروی  Aابتدا در مفصل  𝑭𝒚 = 𝟎) 

 صفر است. DEو  DCنیروی اعضاء  Dسپس در مفصل 

 صفر است. ECو  EBنیروی اعضاء  Eبا توجه به دو فرایند بالا در مفصل 

∑) برابر صفر است. BFنیروی عضو  Bو در نهایت در مفصل  𝑭𝒚 = 𝟎) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 کنیم زیرا مجهولات کمتری وجود دارد.(میمرحله دوم تحلیل مفصل به مفصل خرپا )از محل اثر بار شروع به تحلیل 
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𝑃 
√2𝑃 

√2𝑃 



 روش مقطع

 مقطعی دلخواه در خرپا و اعمال معادلات تعادل بر آن، نیروی اعضا برش خورده محاسبه خواهد شد. در هر  در این روش با زدن

∑)مقطع می توان از سه معادله تعادل  𝐹𝑥 = 0, ∑ 𝐹𝑦 = 0, ∑ 𝑀 = ( استفاده کرد. لذا مقطع مناسب مقطعی است که در آن 0

 نیروی سه عضو مجهول باشد.تنها 

 

 

 

 

 

 چقدر است؟ ABنیروی داخلی عضو 

 

 

 

 

 

 

 

 حل:

العمل های کنیم. با توجه به تقارن سازه مقدار هر یک از از عکسگاهی را محاسبه میالعمل های تکیهابتدا عکس

 است. Pگاهی با هم برابر بوده و برابر تکیه

 قطع نکند.منای مقطع میزنیم که عضو مورد نظر را قطع کرده و بیشتر از سه عضو را سپس سازه را بگونه

 حال با استفاده از روابط تعادل استاتیکی، مجهولات مسئله را میابیم.

 

 

 

 

 

 7تمرین 

∑ 𝐹𝑦 = 0 →  𝐹𝐴𝐵 × 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑃 + 𝑃 = 0 →  𝐹𝐴𝐵 = 0 

 
𝐹1 

𝐹2 

𝐹𝐴𝐵 
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 سوالات فصل اول

 صفر نیرویی سازه زیر چقدر است؟ ( تعداد اعضاء1

  2الف( 

 3ب( 

 4ج( 

 5د( 

 

 شکل تقریبی دیاگرام لنگر خمشی تیر زیر کدام است؟( 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 گاه چقدر است؟در شکل زیر مقدار لنگر در تکیه  (3

  Mالف( 

 2Mب( 

 3Mج( 

 0.5Mد( 

 

 

𝐿

3
 2𝐿

3
 



 است؟( در شکل زیر مقدار لنگر ماکزیمم چقدر 4

الف( 
3

4
  

ب( 
15

16
 

ج( 
21

16
 

د( 
4

3
 

 

 چقدر است؟ Fکه لنگر وسط دهانه تیر برابر با صفر باشد؛ مقدار در صورتی (5

  Pالف(  

 2Pب( 

 1.5Pج( 

 0.5Pد( 

 

 چقدر است؟ AB( در خرپای زیر نیروی عضو 6

 است.( L)طول افقی و عمودی تمامی اعضاء برابر 

  Pالف( 

 2Pب( 

 1.5Pج( 

 0.5Pد( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 چقدر است؟ ABدر خرپای زیر نیروی عضو  (7

 است.( L)طول افقی و عمودی تمامی اعضاء برابر 

  Pالف( 

 2Pب( 

 1.5Pج( 

 0.5Pد( 

 

 

 

 پایان بخش اول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


