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سـدها،  هـاي مهـم مثـل         سازي اثر خاك و بررسي اندركنش آن بـا محـيط در سـازه               براي مدل 

هاي تحليلي دقيق همانند روش اجزاي محدود يـا            بايستي از روش   ها   ها و نيروگاه    هاي بلند، تونل    سازه

هـاي    كران، با اسـتفاده از مـدل        عنوان يك ناحيه بي     شرايط مرزي خاك به   . اجزاي مرزي استفاده نمود   

اي   ه قابل توجه رايانه   يك مدل بزرگ و حجم حافظ       شود و احتياج به     درستي ارضا نمي    اجزاي محدود به  

اي   هاي بهسازي لرزه    منظور مدل كردن محيط خاكي در پروژه        براي مثال، به  . و زمان تحليل زياد دارد    

با روش اجزاي محدود،    ) مديريت مهندسي و اجرايي اينجانب      به(هتل آزادي و هتل استقلال در تهران        

از . صـرفه نبـوده اسـت       ار دردسترس مقرون به   ابز   ميليون جزء بود كه با توجه به       3مدلي با حجم      نياز به 

هاي اجزاي مرزي نيز به يك حل بنيادي نياز است كه براي بيشتر مـسائل، ايـن                   طرف ديگر، در مدل   

  .حل وجود ندارد

نـام اجـزاي محـدود        براي حل دقيق مسئله اندركنش خاك و سازه، شيوه جايگزين جديدي بـه              

ايـن روش   .  زوريخ توسعه پيدا كرد    ETH ي سوئيس دانشگاه صنعت  در   (SBFEM)شده    مرزي مقياس 

) دو هتل بـزرگ تهـران     (هاي مذكور     كه يك شيوه اجزاي محدود بر پايه اجزاي مرزي است، در پروژه           

هاي محاسباتي خيلي كمتـر   شده با تلاش    روش اجزاي محدود مرزي مقياس    . مورد استفاده قرار گرفت   

كنـد،    صورت دقيق مدل مـي      نامحدود، خاك را به   روش اجزاي محدود و اجزاي مرزي محيط          نسبت به 

. جويي قابل توجهي در زمان و هزينه تحليل مسائل اندركنشي بزرگ در پـي خواهـد داشـت                   لذا صرفه 

اين، روش مذكور در تحليل مسائل مكانيك شكست، تمركـز تـنش در نـوك تـرك، مـسئله                     بر  علاوه

هـاي مختلـف    دارد كه در متن كتاب با مثـال انتشار و تحليل ديناميكي اندركنش خاك ـ سازه كاربرد  

  .آنها اشاره شده است به

منابع آموزشي و كاربردي بسيار محدود در زمينـه آشـنايي بـا روش اجـزاي محـدود                    با توجه به    

باشد، از ساختار مناسبي      ولف مي . پ. شده، كتاب حاضر كه حاصل زحمات پروفسور جان         مرزي مقياس 

 هـاي مختلـف،     در زمينـه  هاي كـاربردي      امل مباني روش و ارائه مثال     برخوردار بوده و ضمن تشريح ك     



  ص

در اين راستا تصميم بر اين شد كه        . عنوان يك مرجع آموزشي مهم مورد استفاده قرار گيرد          تواند به   مي

كتاب مذكور ترجمه گردد تا از طريق تدريس و ارتباط دانـشجويان و اسـاتيد بـا ايـن روش تحليلـي،                      

هاي تحليل عددي موجود بـين قـشر محقـق صـورت              توسعه آن در كنار روش    تلاشي جهت اشاعه و     

مطالعه و آشنايي با روش ارائه شده در اين كتاب بـراي دانـشجويان كارشناسـي ارشـد و                   . گرفته باشد 

خـصوص در مـواردي كـه مـسئله انـدركنش             هاي سازه و خاك و پي و بـه          دكتراي عمران در گرايش   

هاي بزرگ مطرح است يا مـسائل مكانيـك شكـست و              ط در سازه  استاتيكي و ديناميكي خاك و محي     

اينجانب نيز دوره اين روش را در چندين دانشگاه ايران براساس           . شود  ها توصيه مي    خوردگي سازه   ترك

هـاي    ام كه نتيجه آن نيز براي دانشجويان جهت كاربرد در پـروژه             محتوي كتاب حاضر تدريس نموده    

  .بخش بوده است ايتهاي عددي رض تحقيقاتي و تحليل

دانم از خانم الهه جعفري كه در ترجمه فارسي كتاب زحمات زيادي را كشيده                در اينجا لازم مي     

از آقاي دكتر آرش نيري كه ويـرايش كتـاب را بـا دقـت               . نمايم  اند قدرداني     و همكاري بسزايي داشته   

  .نمايم گزاري مي بسيار بر عهده گرفتند سپاس

خـاطر   ام در شـيراز، بـه       قاي مهندس حبيـب مكـارم، پـسرعمه گرامـي         همچنين قدردان جناب آ     

ولـف اسـتاد    . پ. از پروفـسور جـان    . پيشنهادات ارزشمندشان براي تصحيح و ويراستاري كتاب هستم       

 سـال  25هـاي مـداوم در طـول      براي حمايـت   ETHنامه دكتراي اينجانب در دانشگاه        راهنماي پايان 

  .كمال تشكر را دارم

را آن   كتاب و چاپ  هنري  ات فني و    ورشان كه ام    دفتري و همكاران    انم مهناز عزب  در پايان از خ   

  .نمايم تشكر مي ،دنديانجام رسان بهبا دقت و كيفيت بالا صميمانه 

در صورت وجود هرگونه ابهام يا سؤال در رابطه با محتوي و مطالب كتـاب يـا وجـود ايـرادات                     

  .كاتبه نماييدتوانيد با آدرس ايميل اينجانب م احتمالي مي

  
  ساسان محاسب

   زوريخETHدكتراي مهندسي عمران ـ دانشگاه صنعتي 

  كارشناسي ارشد ـ دانشگاه استنفورد

smteam@gmx.ch  
  ، تهران1391آبان 
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  گفتار پيش

  
  

ل مكانيـك پيوسـته كـه       مسائطور كلي     بهواع مختلف مسائل مكانيك جامدات و       ان 21در ابتداي قرن    
د كـه رفتـار   هـايي وجـود دار    مـدل . ، بسيار بزرگ و پيچيده است     اند  بندي شده   صورت رياضي فرمول    به

رفتارهـاي الاسـتيك،    . كننـد  ت شرايط متنـوع بارگـذاري ارائـه مـي         هر نوع مصالحي را تح    مكانيكي  
رهاي اسـتاتيكي يـا     يا ناهمسان تحت با   ك و ديگر رفتارهاي مصالح همسان       پلاستيك، ويسكوالاستي 

هـاي    بنـدي   فرمـول . شـوند   يي يا انتگرالي ارائـه مـي       جز ي، توسط سيستم معادلات ديفرانسيل    ديناميك
شـده   ، شـناخته  اي  ساير رفتارهاي سـازه   تگي، برخورد، خستگي و     مصالح جديد، گسيخ   مسائل مربوط به  

تنهـا چنـد    مجهول بوده و    ياضي در اكثر حالات       هاي ر  بندي  با اين حال، حل دقيق اين فرمول      . هستند
  .صورت تحليلي حل شوند توانند به  شرايط مرزي ساده ميحالت بنيادي با هندسه و

ابتـدا، ايـن عمـل بـا        در  . بينانه در حل مسائل مكانيك جامدات، جداسازي است        تنها روش واقع  
در روش   از پارامترهايي كه ضرايبي از بسط سـري مجانـب بـوده و               حسب تعداد متناهي  ارائه جواب بر  

در ادامه، با استفاده از يك      . شده است   دهد، انجام مي     رخ مي  خمش صفحه مستطيلي  كلاسيك تحليل   
در ايـن روش، ماننـد      . گرديـد   سري توابع شكل انتخاب شده كه در طول دامنه امتداد دارند انجام مـي             

 جديدي با روش    ايده. شود  ، دامنه اين توابع به عنوان مجهول مسئله در نظر گرفته مي           Trefftzروش  
كرد متغير ميدان برحسب مقاديرش در تعدادي نقاطي كه در            وجود آمد كه عنوان مي      تفاضل محدود به  

هاي تخميني آنها، در هر نقطـه         معادله حاكم و مشتق   . اند، بيان گردد    طور مساوي تقسيم شده     دامنه به 
نـه تنهـا    . بـرد   ي پيش مي  سمت جداساز   روش اجزاي محدود يك گام جلوتر به      . شود  داخلي اعمال مي  

اجزاهـايي تقـسيم    بـه   شود، كه دامنه نيـز         مقاديرش در يك سري نقاط بيان مي       حسبتغير ميدان بر  م
  .شوند يابي استفاده مي شده و توابع بنيادي محلي براي درون

 هـر  روشي براي حـل تقريبـاً    سال بهبود پيدا كرد تا تبديل به  محدود در طي چهل   روش اجزاي   
هاي نويني   در اين راستا، ايده   . دارد، شود بندي وجود    فرمول كه براي آن     پيوسته  محيط مسئله مكانيك 

بـا وجـود    . هاي جديدي از اصل جداسازي دامنه هـستند         بندي، پيشرفت   بندي بدون شبكه    نظير فرمول 
كارگيري بـراي هـر نـوع مـسئله           اين حقيقت كه روش اجزاي محدود روشي توانا، كلي و با قابليت به            

 بـزرگ و    هـاي   يك جامدات است، مشكلاتي در مسائل خـاص نظيـر تحليـل دينـاميكي محـيط               مكان
همراه فرآيند    اين مشكلات به  . تمركز تنش به همراه دارد    كران، انتشار ترك، برخورد و ديگر مسائل         بي

گـردد كـه در ايـن شـرايط،          كننده جداسازي اجزاي محدود، باعث ابداع روش اجزاي مرزي مـي            كسل
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در نتيجـه،   . شـوند   شكل معادلات انتگـرال مـرزي بيـان مـي           اكم بر مسئله مقدار مرزي، به     معادلات ح 
ها، توابـع شـكل و عوامـل بنيـادي            اجزاها، گره . مرز دامنه محدود خواهد شد      جداسازي متغير ميدان به   

مزيـت  . باشـند   ديگر روش اجزاي محدود، جزيي از روش اجزاي مرزي هستند، اما به مـرز مقيـد مـي                 
. هاي نامحدود و بزرگ كاملاً آشكار است        ين روش يعني كاهش بعد مسئله به يك، براي دامنه         بزرگ ا 

مسائل مرتبط به انتشار ترك يا مكانيك برخورد نيز از مزاياي مشهود محدود كردن جداسازي به مـرز             
  .باشند دامنه مي

كلاتي  بـا مـش    اين واقعيت كه روش المان محدود براي مسائل خاص مكانيك محـيط پيوسـته             
هـا    اجزاي مرزي در آن زمينه    و كمبودهايي دارد، نه تنها باعث گستردگي استفاده از روش           همراه بوده   

شده توسـط    روش نوين ارائه  . كند  هاي عددي فراهم مي     ود، بلكه زمينه را براي ظهور ساير روش       ش مي
مـشكلات   بـر    روش هاي عددي براي غلبه      دهي به   ف در اين كتاب، گام ديگري در جهت       ول .پ .جان

ص مـسائل   شده، جهت حـل انـواع خـا         محدود مرزي مقياس   اجزايروش  .  محدود است  اجزايروش  
 محـدود و    جـزاي  ا مناسب بوده و ضمن برخـورداري از مزايـاي هـر دو روش            مكانيك محيط پيوسته    

هاي خـاص خـود را دارد كـه            اين روش محدوديت   مسلماً. كند جزاي مرزي، موانع آنها را برطرف مي      ا
. ته باشـد  تمركـز داش ـ  محيط پيوسته مشخص اما مهـم       بر تعدادي مسائل مكانيك     تنها  شود   ث مي باع

زه، انتشار، مكانيـك شكـست و    سامند به تحليل مسائل اندركنش خاك  ـ محققين و مهندسان علاقه
هـاي آن اسـتفاده نمـوده و بـراي            بايست علاوه بر آشنايي با اين روش، از مزيـت           هاي ديگر مي    زمينه
 هـر مـسئله مكانيـك محـيط     اين روش قابـل اعمـال بـه   .  ها تلاش نمايند برداري در ساير زمينه     بهره

ي، يـك  تحليل در اين روش نيمه. پيوسته است كه معادلات ديفرانسيل جزيي بر تحليل آن حاكم باشند      
  .ي را به راستاي محيطي محدود نمايدبندي در جهت شعاعي اعمال شده تا جداساز روند مقياس
اين كتاب نيز نتيجه    .  براي حل مسائل مهندسي وجود ندارد       هاي زيادي در ارائه اين روش       كتاب

 ـ     .سرانجام رسـيده اسـت     نظير نويسنده به    خلاقيت بي هاي متمادي و      شتلا دسـت   ه در تـلاش بـراي ب
سـازي   مـدل طور كه در كتاب  همان ( ـ سازه، اندركنش خاكديناميكي آوردن روشي براي حل مسائل 

نويسنده روشي را ابداع نموده كه در طيـف وسـيعي از             Wiley( 1996،  كران  اجزاي محدود محيط بي   
ه رود كـه در آينـد       انتظار مـي  . يابد محدود و نامحدود از مسائل مهندسي بسط مي       هاي   مسائل با محيط  

  .ر توسعه و تكميل اين روش نوين محاسباتي رخ دهدهاي بيشتري د پيشرفت

Jose Dominguez 
  دانشگاه سويل، اسپانيا
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هاي مهندسي و فيزيـك،       پركاربردترين روش محاسباتي در مكانيك جامدات و بسياري ديگر از زمينه          
ل در اسـتاتيك، حـل پيوسـته مجهـول بـا            براي مثا . هاي اجزاي محدود و اجزاي مرزي هستند        روش

هـا،    هر دو روش، ويژگـي    . شود  معادلات جبري برحسب پارامترهاي معرف حل تخميني، جايگزين مي        
گـران عـددي باتجربـه در         از آنجايي كه اين كتاب براي تحليـل       . معايب و مزاياي خاص خود را دارند      

همراه انگيزه براي ارتقـاي        نوين به   وشتر از ر    هاي خاص جذاب است، ارائه توصيف فني مبسوط         زمينه
توانند از شـش پـاراگراف اول         كساني كه با تحليل عددي آشنايي دارند مي       . آن در مقدمه مناسب است    

شده، مزايـاي هـر دو روش         لازم است اشاره شود كه روش نوين اجزاي محدود مرزي مقياس          . بگذرند
فرد خـود را نيـز دارا         هاي منحصر به    ن ويژگي اجزاي محدود و اجزاي مرزي را تركيب نموده و همچني         

  .گردد باشد كه در ادامه تشريح مي مي
. شـود   پوشـاني نداشـته باشـند جداسـازي مـي           اجزايي كه هـم     ، دامنه به  روش اجزاي محدود  در    

يـابي    هـا را درون     جـايي   اي، جابـه    فـرم چندجملـه     عنوان مثال در هر كدام از اين اجزا، توابع شكل به            به
اي از رفتـار هـر جـزء منجـر       تخمـين سـاده      انتگرال عددي استاندارد از اين توابع مـنظم، بـه          .كنند  مي
هاي محلـي، بـا       سپس پاسخ . است) متقارن(هاي جرم و سختي ديناميكي        گردد كه شامل ماتريس     مي

پـذيري زيـادي      انعطاف. دهند  شده و مدل كلي را تشكيل مي        اعمال معادلات سازگاري و تعادل، سرهم     
كران، روش اجـزاي      براي يك محيط بي   . ان هندسه و مشخصات مصالح در اين روش وجود دارد         در بي 

روش جداسازي فـضايي بـر يـك مـرز          . نهايت نيست   ارضاي دقيق شرايط مرزي در بي       محدود قادر به  
صـورت تخمينـي بيـان        تواند به   نهايت تنها مي    شده بيرون از مرز تا بي        جايي كه دامنه بريده     مصنوعي،

  .يابد  خاتمه ميشود،
شـود كـه منجـر        اجزا جداسازي مـي     صورت فضايي به    ، تنها مرز محيط به    روش اجزاي مرزي  در    

. دهـد  ها را كاهش مي گردد كه عمل تلاش محاسباتي و تعداد مجهول       يك مي   كاهش بعد فضايي به     به
نمايـد، وجـود    اگرچه لازم است يك حل بنيادي كه بايد معادله ديفرانـسيل حـاكم در دامنـه را ارضـا                    

در هـر   . تواند بـسيار پيچيـده باشـد        آورد، گاهي مي    وجود مي   بهاين حل تحليلي كه تكيني      . داشته باشد 
. كنند  يابي مي   هاي سطحي را درون     ها و تنش    جايي  ها، جابه   اي  جزء مرزي، توابع شكل در فرم چندجمله      

مـاتريس    هـا، منجـر بـه        تكينـي  ها با حل بنيادي شامل      اي  هاي عددي فضايي از اين چندجمله       انتگرال
طـور دقيـق ارضـا        نهايت را به    كه حل بنيادي شرايط مرزي در بي        از آنجايي . گردد  نامتقارن ضرايب مي  
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  .كران بسيار مناسب است كند، روي اجزاي مرزي، براي مدل كردن محيط بي مي
 ـ    طور كلي، روش اجزاي محدود و اجزاي مرزي، با كاهش اندازه اجـزا بـه                به   ق همگـرا   حـل دقي

نقطه تكيني تنش كه اطـراف نـوك تـرك در مكانيـك               شوند و در همگرايي آرام بوده و نزديك به          مي
اي   هـا از توابـع چندجملـه        جـايي   يابي جابه   دهد، قرار دارد، زيرا هر دو روش براي درون          شكست رخ مي  

ر جزء محـدود يـا      هاي خاص و تعداد بيشت      روش  دقت قابل قبول، به     جهت دستيابي به  . كنند  استفاده مي 
  .جزء مرزي نياز است

 دامنـه و     در اكثر موارد كاربردي، شكل مرز، تغييرات خصوصيات مصالح، تغييرات بارهاي درون             
بـا ايـن    . گـردد   حاكم مـي  شرايط مرزي محيط، مانع از امكان حل تحليلي معادلات ديفرانسيل جزيي            

هـاي    كم باشـند، در مـوارد مهـم، روش        حال، اگر معادلات ديفرانسيل معمولي بر مسئله فيزيكـي حـا          
در عنـوان مثـال،       بـه . حل تحليلي دقيق براي متغير مـستقل شـود          تواند منجر به    كلاسيك رياضي مي  

طـور دقيـق      تواند بـه    بعدي معادلات ديفرانسيل معمولي حاكم در جهت شعاعي مي          مسائل متقارن يك  
كارگيري اين مزيت،     جهت به . ود ندارد بعدي امكان حل تحليلي وج      كه در مسئله سه     حل شود، در حالي   

حتي در مسائل نامتقارن، يك سيـستم مختـصات شـامل يـك امتـداد شـعاعي و دو راسـتاي محلـي           
ايـن سيـستم مختـصات        شود و معادلات ديفرانسيل جزيي حاكم به        معرفي مي ) موازي با مرز  (محيطي  

سازي شده و معادلات ديفرانسيل     مرز در راستاي شعاعي با اجزاي محدود سطحي جدا        . يابند  انتقال مي 
ضـرايب معـادلات    . دهـد   معادلات ديفرانسيل معمولي در جهت شعاعي كـاهش مـي           جزيي حاكم را به   

شـوند، سـپس معـادلات     توسط تخمين اجزاي محدود در امتداد محيطي تعيين مي       ديفرانسيل معمولي   
نـام    براين يك روش نـوين بـه      بنا. شوند  صورت تحليلي حل مي     ديفرانسيل معمولي در امتداد شعاعي به     

، ارائـه شـده     باشد   كه داراي تركيبي از مزاياي هر دو روش مي         شده  روش اجزاي محدود مرزي مقياس    
در . باشـد   مـي ) خطـي ( براي حل معـادلات ديفرانـسيل جزيـي          تحليلي  نيمهاين روش يك روند     . است

از هـاي باقيمانـده       وزنين  ، جايي كه رفتار در آن نـرم اسـت، تخم ـ          )موازي با مرز  (راستاهاي محيطي   
گردد و در راسـتاي شـعاعي         ها مي   پاسخهمگرايي در تحليل      شود كه منجر به     اجزاي محدود اعمال مي   

گيـرد،   سمت داخل قرار مـي     دار، مختصات شعاعي از مرز به       براي يك محيط كران   . نيز حل دقيق است   
طور مستقيم محاسبه      شدت تنش به   دهد عامل   ها، حل تحليلي اجازه مي      اي كه در حضور تكيني      گونه  به

اي كـه     گونـه   گيرند، بـه    نهايت قرار مي    سمت بي   كران، مختصات شعاعي از مرز به       براي محيط بي  . شود
  .كار گرفته شود طور دقيق در حل تحليلي به تواند به مي) شرايط تابش(نهايت  شرايط مرزي در بي

و اجزاي مـرزي بيـان شـد، نـشان     هاي اجزاي محدود  هاي مختصري كه در مورد روش       ويژگي  
ارائـه روش اجـزاي محـدود         تركيب كردن اين مزايا منجـر بـه       . دهد كه هر دو روش مزايايي دارند        مي

شـده، محاسـن هـر دو     روش اجزاي محدود مـرزي مقيـاس  بيان ديگر،  گردد، به  شده مي   مرزي مقياس 

از مزايـاي   . اند  دو روش حفظ شده   هاي جذاب هر      كه اكثر ويژگي    باشد، در حالي     دارا مي   را روش مذكور 
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بنابراين كاربرد روش بـراي مـصالح غيرهمـسان         (باشد،    حل بنيادي نياز نمي     اين روش آن است كه به     
شود، از آنجا     هاي تكين پرهيز مي     از ايجاد انتگرال  ) بدون افزايش دشواري تحليل گسترش يافته است      

يك كاهش يافته و متناسب بـا         يي مسئله به  شود، بعد فضا    كه تنها مرز با اجزاي سطحي جداسازي مي       
طور دقيـق     نهايت به   يابد، شرايط مرزي در بي       محاسباتي نيز كاهش مي     ها و تلاش    سازي داده   آن آماده 
بر تخمين اجزاي سـطحي روي مـرز، هـيچ تخمـين ديگـري معرفـي                  شود و همچنين علاوه     ارضا مي 

 خود را داراسـت؛ از      هاي جذاب   ويژگيشده    اسبر اين، روش اجزاي محدود مرزي مقي        علاوه. گردد  نمي
هـاي دقيـق شـدت     دهـد عامـل   آيد كه اجازه مي دست مي جمله اينكه يك حل تحليلي درون دامنه به    

گونـه جداسـازي فـضايي از         طور كه تشريح خواهد شد، هيچ       طور مستقيم تعيين شوند و همان       تنش به 
  .مرزهاي آزاد و گيردار بين مصالح مختلف لازم نيست

روش اجزاي مرزي بدون جواب و      شده، يك     طور خلاصه، روش اجزاي محدود مرزي مقياس        به  

ترجمـه عنـوان مقالـه مـشهور پروفـسور            بـا توجـه بـه     . استبر پايه روش اجزاي محدود       تحليلي  نيمه
Zienkiewicz     دي و  هاي عد   با استفاده از روش   : دو روش قابل دستيابي است      ، سعادت هر دو عالم به

  .هاي اجزاي محدود و اجزاي مرزي در روندهاي حل عددي تحليلي و با استفاده از روش
كران   دار و بي    هاي كران   هاي اخير براي محيط     شده طي سال    روش اجزاي محدود مرزي مقياس      

هـايي از حـل معـادلات         عنـوان مثـال     توسعه داده شد تا بتواند الاستوديناميك و مـسئله انتـشار را بـه             
بر شرايط اسـتاتيكي، هـر دو روش تحليـل در             همچنين علاوه . نسيلي حاكم خطي توصيف نمايد    ديفرا
روش . دو روش اسـتنتاج ارائـه شـده اسـت         . انـد   هاي زمان و فركانس، مورد بررسي قرار گرفتـه          حوزه

بنـدي اجـزاي محـدود و تـشابه را      استنتاج برمبناي اصول مكانيك كه در ابتدا توسعه يافتـه و سـرهم       
روش سـلول جـزء محـدود بـسيار كوچـك           «نـام     روش جديد به    كند، و به     مكانيك مي  س اصول براسا

شده توسـعه يافتـه    روش استنتاج ديگري كه اخيراً برمبناي تبديل مرز مقياس       . گردد  منجر مي » سازگار
سـپس  . كنـد   تا روند حل مسئله را ساده و مؤثرتر نمايد، از معادلات ديفرانسيل جزيي حاكم آغـاز مـي                 

تر بوده و با تكنولوژي اجزاي محدود         شود كه از نظر رياضي جذاب       هاي باقيمانده اعمال مي      وزن روش
هاي تخصصي منتشر شده كه نتـايج         با توسعه اين روش عملكرد آن در مجله       . امروزي سازگارتر است  

  .بخشي از اين مطالعات جديد نيز در بخشي از كتاب ارائه شده است
كند كه    شده دو هدف را دنبال مي       با روش اجزاي محدود مرزي مقياس      كتاب پيشِ رو در ارتباط      

هاي استنتاج و حل معـادلات بنيـادي          دوم، روش  در بخش    .طول مستقل مورد توجه باشند      توانند به   مي
) باشـد  هاي ذكرشده در بالا براي حالـت كلـي و بـا جزييـات كامـل مـي             كه شامل كاربردها در زمينه    (

از آنجا كه براي يك دانشجو يا مهندس با تخـصص واحـد لازم              .  شده است  عنوان هدف اول آورده     به
عنوان هدف دوم، در بخـش اول         نيست با چنين شرح گسترده و كاملي مواجه شود، مطالب ابتدايي، به           

زمينه است كه در عين حال تمامي         پيش  اين بخش يك متن پايه و بدون نياز به        . اين كتاب آمده است   
هـاي اجـزاي محـدود و اجـزاي مـرزي نيـز               دهد، گرچه ارتباطات بـا روش       ميوجوه مطلب را پوشش     
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توانايي روش محدود نبايد در كاربردي خاص و كوچك قـرار گيـرد و در عـين                 . بايست آشكار شود    مي
بخش ابتـدايي جهـت ايجـاد جـذابيت         . بايست امكان يك تفسير فيزيكي كلي را فراهم آورد          حال مي 

لازم است بخـش ابتـدايي شـامل معرفـي مختـصري از تحليـل               . اشدب  ميبراي دانشجو، خودمحتوي    
عددي باشد و همچنين براي خواننده با تجربه در روش اجزاي محدود يا اجزاي مرزي، اين امكـان را                   

شـده    فرد روش اجزاي محدود مرزي مقياس       هاي منحصر به    ويژگي  فراهم كند كه با كمترين مشكل به      
اي خود    تواند در زمينه حرفه      كه خواننده مي   تخصصي مشخص شد  پس از كنكاش در مراجع      . پي ببرد 

در متن اين كتاب ارائه دفترچه راهنمايي شامل مجموعه قوانين حـل عـددي              . اين روش تسلط يابد     به
بايـست    جايي براي پرسش نيست، مي    (لايت    در اين راستا قانون مشهور پل     . تقريبي مورد انتظار نيست   

مهـم آن اسـت كـه    . نبايـد پيـروي شـود   ) 1809 ـ  1892لرد تنيسون؛ سـال  انجام داد يا مرد؛ بعد از 
شود   اين كار سبب مي   . دست آيد   توصيفي از اصول پايه وجود داشته باشد تا روش عددي بر پايه آن به             

شـكل مناسـب و       مـسائل مـشكل بـه       بسط و اعمال روش بـه       خواننده درك بهتري داشته كه منجر به      
  .گردد صحيح مي

 نوشته شده كـه دو      بخش مقدماتي اين دو هدف، يك       اشاره شد، براي دستيابي به    طور كه     همان
تـرين مـسئله انتـشار         كه درك آن ساده بوده و ساده       مسئله مدل يك  . دهد  مقاله كنفرانس را بسط مي    

عنوان مثال معادله     به. باشد  هاي مورد نياز را دارا مي       موج نيز مورد بررسي قرار گرفته كه تمامي ويژگي        
هاسـت كـه نقـش اساسـي را در بـسياري از مـسائل مهندسـي و          در دو بعد از اين ويژگي  اسكالر موج

گـام حـل مـسئله بـا جزييـات            دست آوردن معادلات حاكم و روند گام به         براي به . كند  فيزيكي ايفا مي  
 عنـوان محـيط     شـده بـه     نهايت بريده   بي  دار و از يك گوه نيمه       عنوان محيط كران    مفصل، از يك گوه به    

تواند تمامي وجوه توسعه و كاربرد مسئله مـدل را بـدون نيـاز                خواننده مي . كران استفاده شده است     بي
 از بخش اول كـه در واقـع         14 تا   3هاي    اين موارد در فصل   .  خاصي دنبال كند    محاسبات و يادداشت    به

 1 جهـت تكميـل محتـوي كتـاب، در فـصل          . دهند، آورده شده اسـت      هسته بخش پايه را تشكيل مي     
فـرد روش اجـزاي محـدود مـرزي           هـاي منحـصر بـه       اصول استاندارد تحليل عددي بحـث و ويژگـي        

در انتهاي بخش دوم، سه پيوسـت كوچـك وجـود دارد كـه              .  آورده شده است   2شده در فصل      مقياس
بعـدي    دهند و ارتباطي را با مسائل دو و سه          دست مي   تري از وجوه خاص مسئله مدل را به         درك عميق 
 از  22 تـا    15هـاي     در فصل . سازند  اتيكي، الاستوديناميك و انتشار از بخش دوم برقرار مي        عمومي است 

. هاي حل براي حالت كلي، با جزييات كامل تـشريح شـده اسـت                و روش  بخش دوم، معادلات بنيادي   
كـران    دار و بـي     هـاي كـران     هـايي از محـيط      توصيف مثال    به 24 و   23هاي    ، فصل جهت توضيح بيشتر  

پـذيري    ارزيـابي خطـا و انطبـاق      . پذيري و مزاياي اين روش را نشان دهند          تا قابليت انطباق   پردازند  مي
گيـري و     نتيجـه    بـه  26فصل  .  مورد بحث قرار گرفته است     25براساس تكنيك بازيابي تنش، در فصل       

و ارائـه پيـشنهاداتي   ) جايي كه روشنايي هست، تـاريكي نيـز هـست   (هاي اين روش جديد      محدوديت
  .كند پردازد، بنابراين، بخش دوم تمامي وجود ممكن روش جديد را بيان مي يقات آينده ميبراي تحق
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هـاي حـل بـراي مـسئله          ها و روش     پس از بررسي عميق استنتاج     رود اكثر خوانندگان    انتظار مي   
دست آوردن شماي كلي، مطالب مرتبط با تخصص خـود را در بخـش دوم                 مدل در بخش اول و با به      

 از ايـن روش     ساير افراد نيز تنها بخش اول را مطالعه نموده و با كسب آشـنايي نـسبي               . جستجو كنند 
مطالعـه بخـش دوم بپـردازد و          تواند مستقيم بـه     گر عددي با تجربه مي      يك تحليل . خشنود خواهند بود  

جهـت  . يك موضوع خاص از كليات روش نياز داشته باشد          تنها زماني مدل مسئله را مطالعه كند كه به        
ها   هاي مشابهي در فصل     هاي اول و دوم، تا حد امكان از عنوان          سازي رفت و برگشت بين بخش       ساده

  .استفاده شده است
 1994 ـ  1998 هـاي  دست آمده حد فاصل سال هاي به اين كتاب براساس تحقيقات و پيشرفت  

ي و  هـاي كليـد      و قابـل توجـه او در ويژگـي         خـدمات خلاقانـه   . باشد   چانگمين سانگ مي   توسط دكتر 
او نويـسنده دوم و در بـسياري مـوارد نويـسنده اول             . هـاي او قابـل تقـدير اسـت          همچنين راهنمـايي  

 سـازي  مـدل (ها همچنـين نويـسنده دوم كتـاب     شده در اين موضوع در طي اين سال    هاي نوشته   مقاله
ايـن كتـاب اصـول و نتـايج روش          . بوده است ) 1996، انتشارات وايلي؛    كران  اجزاي محدود محيط بي   

كند كه نام اين كتاب در ابتدا روش جـزء محـدود مـرزي                سلول جزء محدود بسيار كوچك را بيان مي       
تر و با كيفيت بهتـر ايـن كتـاب كـاملاً              دكتر سانگ، نويسنده دوم، براي انتشار موفق      . شده بود   مقياس

ن مشاور  يك شركت مهندسي    هاي تحقيقات، به    هزينه  دليل قطع كمك    مناسب بودند، متأسفانه ايشان به    
  .هاي با پيچيدگي زياد، ملحق شدند اي جهت طراحي سقف سازه

، منجـر   2002 تـا    2000هاي    ديكز از دانشگاه وسترن استراليا در سال      .ج. مشاركت با دكتر اندرو     
پذير گشت كه امكان اثبات كارآيي محاسـباتي روش           هاي انطباق   پيدايش روش ارزيابي خطا و روش       به

شده را فراهم نمود، همچنين خدمات شـايان ذكـر ايـشان در بـسياري از              ساجزاي محدود مرزي مقيا   
  .ها قابل تقدير است زمينه

، بـراي دانـشجويان پيـشرفته دوره        2 و   1هـاي     طور كه اشاره شد، بخـش اول بـا فـصل            همان  
عنوان كتاب درسـي در تحليـل عـددي           تواند به   كارشناسي پيش و سال اول دوره كارشناسي ارشد، مي        

بر اين، كتـاب حاضـر        علاوه. نيازي از دروس ارائه شده در دانشگاه نياز نيست          هيچ پيش    رود و به   كار  به
مكانيـك مهندسـي، آكوسـتيك،     هاي مهندسي نظيـر  ينهگر باتجربه در بسياري از زم  براي يك تحليل  

خواننـده  تواند اين امكان را فراهم آورد كه          مهندسي زلزله، الكترومغناطيس و رياضيات محاسباتي، مي      
شده در زمينه خاص و كاربرد مناسب آن تسلط يابـد و از دانـش                 روش اجزاي محدود مرزي مقياس      به

اي بـراي   توانـد زمينـه گـسترده    در نهايت، ايـن روش نـوين مـي   . نحوه مناسب بهره ببرد   قبلي خود به  
نش سـازي مـسائل بـا وجـود تكينـي تـنش و تحليـل انـدرك                  هاي مختلف نظير مدل     تحقيق در زمينه  

  .كران باشد ديناميكي سازه ـ محيط بي

John P. Wolf 
  ولف.پ.جان

  مؤسسه تكنولوژي فدرال سوييس
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  ي تحليل عددينابم
  

  

  

  

  

هاي اجزاي محدود و اجـزاي        طور خاص روش    اي در مورد تحليل عددي و به        اين فصل مقدمه  

علاوه بر توصيف مقدماتي براي كـاربران مبتـدي، بايـد           فصل  كاربرد اين   . دهد  مرزي ارائه مي  

 ، فرسوده شده  با گذشت زمان  هاي محاسباتي     براي خوانندگاني كه دانش آنها در زمينه روش       

كار رفته در كـل كتـاب     و توصيف اصطلاحات بهمعرفياين فصل    هدف نهايي    .سودمند باشد 

طـور غيرضـروري      بـه كار رفته در مثال ساده اين مقدمـه           علائم به ممكن است   هرچند  . است

  . ضروري است2 و 1 هاي در فصلتر  موارد پيچيدهبراي آن  نظر برسد، اما توجه به پيچيده به

 در يـك    ،روش اجزاي مرزي    تر به   روش اجزاي محدود و در سطح پايين        خوانندة آشنا به    

روش اجـزاي     نظر اجمـالي بـه    .  بپردازد 2فصل      به گذشته و    1فصل  تواند از     گرايش خاص مي  

  .ارضاي كنجكاوي خواننده كافي استبراي  نيز 6 ـ 1  بندده درـش رزي مقياسـمحدود م

فهـم روش   بـراي   شـده كـه       هاي اصلي از تحليل عددي بررسي       ، تنها ويژگي  1فصل  در    

بـا حـذف    فصل  اين  . شده لازم است    شده براي نوع مسائل مطرح      اجزاي محدود مرزي مقياس   

دهـد، محـدود      را كـاهش مـي    ها    سازي  رابطه پيچيدگيبرخي  ا حدي   هاي مهم كه ت     پيشرفت

  .باشد هاي اجزاي محدود و اجزاي مرزي مي ترين حالات روش ساده به

از ذكـر نكـات پيچيـده رياضـي         تـا حـدودي      ،هـاي ايـن فـصل       قـسمت از  در بسياري     

   .پوشي شده است چشم

 )[B3] و [B2] مراجع نظير( خوبي بسيار اي  يهپا هاي  كتاب محدود، اجزاي روش تشريح در  
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مرجـع  . وجـود دارنـد    ) [B4] و   [P2] مراجعي نظير (روش اجزاي مرزي    معرفي  همچنين در   

[B4]    هـاي    كـه اسـاس روش     1هاي وزنـي    باقيماندهسازي    در مورد رابطه  مفيدي   حاوي بحث

 كتاب حاضر نيز تـا  3 ـ  1 بندباشد كه  دهد، مي ود و اجزاي مرزي را تشكيل مياجزاي محد

  .حد زيادي متأثر از مطالب اين كتاب است

  

       مسئلة فيزيكي، مدل رياضي و حل عددي آن1 ـ 1

حل مسئله فيزيكي در قالب تحليل و طراحي، عموماً از روش تحليـل عـددي اسـتفاده                  براي

بار  معرض در واقعي اي  سازه پيكربندي شامل طبيعت در موجود واقعي فيزيكي مسئله .شود  مي

 لـرزه  زمـين  در اثـر  كـه  خـاك  در مـدفون  وزنـي  سد يك 1 ـ  1 در شكل مثال عنوان به. است

ادامـه  نهايـت     با خاكي كه تـا بـي       ،سد با ابعاد محدود    اين. داده شده است   نشان شده تحريك

   بدون مـرز محيط ـ سازه  2متقابل اثر ي شاملـمسئله فيزيك. استديناميكي دارد، در تماس 

نيمـه  ( معـرف خـاك      بدون مـرز  و محيط   ) محدود( سد   ه شامل  مورد اشاره، با ساز    ديناميكي

 كه منجـر    هاي موجود در سد     علاوه، ترك   به). اي خاك و سازه     اندركنش لرزه (است  ) نامحدود

  .شود نيز بايد بررسي شوند  در مكانيك شكست ميتكينگي تنشبه 
  

  

  سد مدفون در خاك   1 ـ 1شكل 

                                                           
1. Weighted-residual 
2. Interaction 



  3     تحليل عدديمباني . 1

  

اي در مدل رياضي معرفـي        سازهاي ويژه   آل  ، ايده فيزيكيتوانايي در بررسي مسئلة     براي    

گزينـة مـدل رياضـي وابـسته        ).  را ببينيـد   [B2] از منبـع     1فصل   ،براي بحث كامل  (اند    شده

. شـده از طبيعـت وابـسته اسـت        مطـرح   سـؤال     اين معنا كه به      بود؛ به   خواهد يليپاسخ تحل   به

، خطـي يـا     )بعـدي بـودن     يـك، دو يـا سـه      (در مورد ابعاد مـسئله       دور از دسترسي   فرضيات

غيرخطي بودن ضخامت، رفتار مصالح، هندسه، بارگذاري، شرايط مرزي و غيره بايد در نظـر               

كه خصوصيات فيزيكـي كـه در        از آنجا . دشو حاكم نتيجه    انسيل ديفر تگرفته شود تا معادلا   

نتايج اين مرحله قطعي و در چارچوب        ،بيني شوند   توانند پيش     مدل رياضي حضور ندارند نمي    

، مقطعـي منجـر   1 ـ  1عنوان مثال، براي پيكربندي سازه شكل  به. فرضيات خود معتبر است

در ايـن   . شود  بعدي در نظر گرفته نمي      سهاثرات   بنابراين   ،دوبعدي انتخاب شده  مدل خطي     به

تـا   J يـك تـرك از لبـة         بوده و  بيانگر مرز بين دو زيرسازه خاك و سد          B-C-D-Eخط  شكل  

بينـي مـؤثر و قابـل         بايـست امكـان پـيش       مدل رياضي همچنـين مـي     . يابد   ادامه مي  Kرأس  

  .داشته باشد مهم راهاي  اطمينان پديده

در اين راستا يك    . حل شود صورت تحليلي     تواند دقيقاً به    طور كلي، مدل رياضي نمي      به

جداسازيحل عددي شامل    
دقت مورد انتظـار    . عنوان تنها تخمين مسئله مورد نياز است        به ١

 روش حل عـددي     ده باشد، بايست مشخص شود و اگر اين دقت تعريف نش          در حل مسئله مي   

صـورت مـؤثر و       بـه  ديگر، حل عددي     و بار تكرار  هاي جداسازي     بايد با افزايش تعداد مشخصه    

  .قابل اطمينان ارائه شود

نمايد، بنابراين    واضح است كه اين حل عددي تنها مدل رياضي انتخاب شده را حل مي               

مسئلة واقعي موجـود در طبيعـت را        وجوه   عددي، تنها آن     لح دست آمده از پاسخ     بينش به 

كليدي مدل رياضي مناسب گام      انتخاب يك . ددهد كه در مدل رياضي وجود دار        پوشش مي 

  . در تحليل مهندسي استو مهم

  

  برشي ع صفحهبر مقط عمود هاي  جايي جابهمعادله لاپلاس براي     2 ـ 1

استفاده قرار گرفته   مورد  طور خاص،     به در تمامي اين فصل      يك مثال بسيار ساده و كاربردي     

                                                           
1. Discretisation  
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ايجاد مرزي  اجزاي  هاي اجزاي محدود و       روشاستفاده از   با  تفصيلي  حل عددي     يك راه . است

كنـد     محدود و گوه را مشخص مي      اين مثال مشابه مدل فيزيكي قبل، يك محيط       . شده است 

ساختار . گيرد   مورد بحث قرار مي    1فصل  و براي آن روش محاسباتي نويني ارائه شده كه در           

 ي مـورد اسـتفاده  هـا  سازي اين راه حل عددي لزوماً مشابه راه حل       رياضي در رابطه  رويكرد  و  

  .تر است تر و مهم در مسائل پيچيده

الاستيـسيته خطـي    حركـت    ) در قالب اصـول    اي  غيرصفحه(اي    حركت خارج از صفحه     

اي   صـفحه   درون حركت  صفحة دوبعدي، به   يك  به نسبت بعدي  سه الاستيسيته.  شده است  ارائه

و حركت خارج از صفحه     ) تنش عمودي و يك تنش برشي     لفه  ؤمجايي، دو     جابهلفه  ؤ م با دو (

 zامتـداد محـور     كـه در pسط نيروي كه تو ،)2 ـ  1شكل (دومين حركت . تجزيه شده است

تـنش  مؤلفه   و دو    z موازي با محور     uجايي    شود، شامل جابه     اعمال مي  (x,y)عمود بر صفحة    

 z محـور   بـه  نـسبت  متغيرهـا  تمـامي  .است z محور نيروهاي موازي با    مربوط به τyوτxبرشي

يـك صـفحة برشـي تحـت بارگـذاري متقـاطع              حالت تنش به   و جايي  هجاب اين .هستند ثابت

هاي   تنش. شوند   مشخص مي  V 1حوزه در   y و   xمختصات هر نقطه در صفحه با       . است مربوط

بـا حركـت   . انـد  دهـ نـشان داده ش ـ 2 ـ  1برشي موجود در يك جزء بسيار كوچك در شـكل  

مقـدار     بـه   تـنش  مؤلفـه  ،سـمت وجـه مثبـت        بـه  τx تـنش    تحـت  از وجه منفي     dx اندازة  به

,( , ) ( , ) d dτ + ∂ τ ∂ = τ + τx x x x xx y x y x x x   رابطـه تعـادل اسـتاتيكي      . كند  ميتغيير

d بسيار كوچك با ضخامت    ء كه بر جز   zنيروهاي موازي با محور    zصـورت   كنند، به    مي عمل 

  :زير است

  
  )1 ـ 1(  

  :آيد دست مي بهرابطه زير  ،با خلاصه كردن روابط بالا

  )2 ـ 1(  

  يـون پيوستگـ، قان)3واحد طولر ـبنيروي داراي ابعاد (م ـ در واحد حجpيروي ـن نـبا داشت

                                                           
1. Domain 
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  حركت دوبعدي خارج از صفحه   2 ـ 1شكل 

  

  : زير استهشرح رابط  به1ردانگسجايي براي مصالح همگن و هم برمبناي مشتق جابه

  )3 ـ 1(  

، معادلـه  )2 ـ  1(رابطـه   در )3 ـ  1(بـا جايگـذاري معادلـة    .  مدول برشي اسـت Gكه در آن 

  :آيد دست مي  بهV استاتيكي در حوزهجايي  جابه حاكم بر ديفرانسيل

  )4 ـ 1(  

 τnيـا كـشش سـطحي       ) uSسطح   ضروري بر شرايط مرزي    (uجايي    ، جابه  Sسطح مرزي   

شـوند    كند، برابر مـي     اي كه مقدار مذكور را مشخص مي        با ميله  )tSشرايط مرزي طبيعي بر   (

  ).2 ـ 1شكل (

  ) ـ الف5 ـ 1(  

  ) ـ ب5 ـ 1(  

بـا   {n}بيرونـي عمـودي     ) واحـد (است كـه بـه      بر وجهي   كشش سطحي بيانگر تنش برشي      

سازي تعادل گـوة بـسيار     رابطه.شود  اعمال مي )  براي عمود  nزيرنويس   (yn و xnهاي  مؤلفه

  :آيد دست مي رت زير بهصو كوچك به

  )6 ـ 1(  

                                                           
1. Isotropic 
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  :انجامد ميرابطة زير  بهكه 

  )7 ـ 1(  

  :شود معادله زيرمي  منجر به7 ـ 1 در معادله 3 ـ 1جايگذاري معادله 

  )8 ـ 1(  

 تحت شرايط   4ـ   1 حاكم    جزيي لـة ديفرانسي ـل حل معادل  ـدار مرزي شام  ـمسئله مق 

  . است8 ـ 1دار كشش سطحي بيان شده در معادله  با مق5 ـ 1 مرزي معادله

 در  آناست كـه سـه رأس  ) 3 ـ  1شكل (شكل مثلث   شامل يك گوه بهمثال مورد نظر  

1 مختصات    با 1نقطه  ،  0 مركز 0 1 0, 5x r y r= =  بـا مختـصات    2 نقطـه    و همچنين  −

2 0 2, 0= =x r y 0 در وجــه .هــستند 0 و −1 ــه ،−1  ســطحي كــشش و u=0 جــايي جاب

0τ =τ =n yچـين  خـط (جايي عمود بـر صـفحه     جابه1 ـ  2  وجهدر. اند ترتيب بيان شده  به (

 نيـز   p گستردة يكنواخت     بار .كند  تغيير مي  2 در نقطة    uتا   1 در نقطة  صفر طور خطي از    به

τدر نتيجه كشش سطحي . شود بر گوه وارد مي = τn x  جـايي   و جابـه  1 ـ  2  بـر وجـهu در 

0تصات  با مخ  Pنقطة   0(0.5 , 0.25 5)r r−  آن هـدف از حـل مـسئله        . انـد    محاسبه شده

طور تفصيلي نشان داده       مرزي به   اجزاي  و  اجزاي محدود  هاي  ها در روش    است كه تمامي گام   

  .تعيين گردد نه آنكه نتايج دقيق ،شود

شـود     مسئله گاهي معادله پواسون ناميده مـي        حاكم بر   معادلة ديفرانسيل  p≠0براي  

  .گردد مي معادله لاگرانژ نيز براي اين مورد استفاده كه عبارت

  

  

  مثال كاربرديعنوان  بهگوه    3 ـ 1شكل 
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) اي ك سـازه مكانيدر جـايي  جابه(يك تابـع  با داشتن) 4 ـ  1معادلة (معادلـة لاپـلاس   

مشخص شده در تابع و شـار عمـودي   ) 8 ـ  1 با معادلة 5 ـ  1معادلة (همراه شرايط مرزي  به

مـسائل زيـادي در     ) صـورت تـنش ارائـه شـود         تواند بـه    ميكشش سطحي   مكانيك سازه   در  (

شار مرتبط ، )3 ـ  1معادلة  مربوط به(پيوستگي  در قانون. نمايد را بيان مي مهندسي و فيزيك

در مسائل مختلف معـاني     تابع و شار قطعاً     .  است  شامل مدول مصالح   ،با مشتق فضايي معادله   

انتقال حـرارت،     توان به   هايي خارج از مكانيك سازه مي       عنوان مثال   به. متفاوتي خواهند داشت  

 ـ (١يـستاري قانون پا . ستاتيك اشاره كرد  استاتيك و مگنتو  اآل، الكترو   جريان سيال ايده   وط مرب

 .صفر باشد شود كه شبكه شار جزء بسيار كوچك باعث مي) 2 ـ  1شرايط تعادل در معادله  به

) بار  مربوط به (يك منبع   وسيله    بهتواند    اين جزء كوچك حضور داشته و مي      وجوه  اين شار در    

  .توليد شود

شـده را    هاي مثال بيـان     له معاد ايدبمباحث مكانيك سازه تسلط ندارد        اي كه به    خواننده  

دهد كه تمامي نتـايج در ايـن فـصل            اين كار اجازه مي   . برمبناي تخصص خود بازنويسي كند    

  .هاي ديگر تعبير و ترجمه شود گرايش اي به  از مكانيك سازه1فصل بررسي شده و در 

تـوابعي از     اي كه تمـامي متغيرهـا بـه         گونه  ديناميك، به   گسترش مباحث از استاتيك به      

سـازي    اصلاح، گنجانـدن بـار اينرسـي در رابطـه         تنها  . شكل زير است    شوند، به تبديل   tزمان  

ضـرب جـرم در شـتاب، كـه در امتـداد منفـي عمـل                 بخش حاصل .  كوچك است  تعادل جزء 

d(، كند مي d ( )−ρ ��x y u t ( در معادلة)انجامد ميرابطة زير  به اضافه شده كه )2 ـ 1:  

  )9 ـ 1(  

، معادلـه  )3 ـ  1(معادلـه  جايگذاري قانون پيوستگي مـشابه  .  چگالي جرم استρكه در آن 

  :دهد دست مي صورت زير به  حركت را بهديفرانسيل

)       )10 ـ 1(   , ( ) , ( )) ( ) ( ) 0+ −ρ + =��xx yyG u t u t u t p t  

  :نوشته شود) وبعديد(شكل معادله موج اسكالر  تواند به كه همچنين مي

  )11 ـ 1(  

                                                           
1. Conservation law 
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  :شود صورت زير بيان مي كه در آن سرعت موج برشي به

  )12 ـ 1(  

 اسـت كـه تحـت شـرايط     10 ـ  1ي حاكم بر رابطة  جزيمل حل معادله ديفرانسيلمسئله شا

 شـرايط  اعمـال و ) زمان وابسته بهكلي در حالت  (8 ـ  1 با معادله 5 ـ  1مرزي مشابه معادله 

  .ستاحوزه اوليه در تمام 

  ) ـ الف13 ـ 1(  

  ) ـ ب13 ـ 1(  

  

 ١هاي وزني      روش باقيمانده3 ـ 1

در بـسياري از مـسائل   ) 2 ـ  1شـكل   (p و بـار  tS و uSشـرايط مـرزي بـر    ،  Sشكل مـرز  

حـل مـسئله مقـدار مـرزي        بـراي   هـاي رياضـي كلاسـيك         ي مانع از استفادة تكنيك    كاربرد

ايـن  . دشـو  مـي و بنابراين مانع از امكان حل تحليلـي دقيـق   شده ) 5 ـ  1 و 4 ـ  1معادلات (

عادلـه  كـه م  از آنجـا . حـاكم اسـت  نيز ) 3 ـ  1شكل ( گوه سادةمثال  بر شرايط موضوع حتي 

 برقرار بوده و همچنين شرايط مـرزي نيـز           حوزه بايست در تمامي نقاط      حاكم مي  ديفرانسيل

تعداد   به) جايي  جابه (uبايد در تمام نقاط مرزي برقرار باشد، حل دقيق پيوسته براي تابع               مي

 حـل عـددي تقريبـي،       براي دستيابي به  . شود  مي مرتبط   )درجات آزادي (نامحدودي مجهول   

 حل مجزا كـاهش يافتـه و حـل          nتعداد محدود     حل پيوسته به   ،نامحدوددرجات آزادي   اين  

  :سازي شده است شكل زير رابطه  بهuتقريبي براي 

  )14 ـ 1(  

ي معلـوم    ها يك سري توابـع مـستقل خط ـ        ϕi ها ضرايب مجهول و    αiكه در اين معادله،     

تابع  گرهي مقادير  ها مربوط به   αi مرزي، و اجزاي  محدود اجزاي هاي  روش در گاهي .هستند

u  حالت در اين . هستند) عمودي شار( آن فضايي  يا مشتق ϕi  شده  فرضيابي    درون ها توابع

  در سيستم مختـصات     اي  در بسياري حالات توابع چندجمله     .مندنا مي 2توابع شكل كه آنها را    

                                                           
1. Weighted residuals 
2. Shape functions 
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  ).مراجعه شود الف پيوست بههمچنين (ند شو شكل استفاده مي عنوان توابع محلي به

حل دقيق نيـست، جايگـذاري در معادلـه    بيانگر طور كلي   به14 ـ  1كه معادله  از آنجا  

  .شود  منجر ميR = R(x , y) باقيمانده تابعخطا يا  به) 4 ـ 1عادله م( حاكم ديفرانسيل

  )15 ـ 1(  

توابـع   نيز ارضا نشده و منجر به) 8 ـ  1معادله  با 5 ـ  1معادلات (طور مشابه شرايط مرزي  به

  .شوند بر روي مرز مي 1باقيمانده

  ) ـ الف16 ـ 1(  

  ) ـ ب16 ـ 1(  

 تـا حـد امكـان كوچـك         هاي عددي متفاوتي     با استفاده از روش    و مرز حوزه  وزني روي   بع  توا

هـاي تقريبـي      كه روش شوند    توزيع مي شكل خاصي     ها به   كار، باقيمانده   براي اين . خواهند شد 

 ناميـده   تـابع وزن   ضرب شده در يك تابع خاص كـه          يها  باقيمانده. كند  متفاوتي را ايجاد مي   

اين عمل  . شوند  گيري شده مساوي با صفر قرار داده مي         يا مرز انتگرال   حوزه روي   شود، بر   مي

  .شود ناميده مي» هاي وزني  روش باقيمانده«نام  به

) 4 ـ  1معادله (اكم معادله ديفرانسيل ح) 14 ـ  1معادله  (فرضيزماني كه حل تقريبي   

را بـا  ) 5 ـ  1معادلـه  (كند، اما شرايط مرزي  ارضا مي) 15 ـ  1معادلة  (R = 0را با رسيدن به 

1رسيدن به  0≠R 2 و 0≠R ) هـاي   باقيمانـده   كند، تنها انتگـرال  ارضا نمي) 16 ـ  1معادله

جـه  نتي» روش مـرزي  «  كـه در ايـن شـرايط       دهنـد    رخ مـي   ضرب شده در تابع وزني بر مرز      

1بـا تحقـق     (زماني كه حل تقريبي، شرايط مرزي را ارضا كـرده           . شود  مي 2 0R R=  امـا   )=

)كند     حاكم را ارضا نمي    معادله ديفرانسيل  0)≠R  ضـرب شـده    هاي     باقيمانده  ، تنها انتگرال

  .گردد مي» حوزه روش«شود كه منجر به   حاصل ميحوزهدر تابع وزني بر روي 

 دقيقاً  iϕبنابراين توابع   . آورده شده است  حوزه  روش  براي  سازي باقيمانده وزني      رابطه  

  : استصورت زير تعريف شده  بهwتابع وزني ). 5 ـ 1معادلة (كنند  شرايط مرزي را ارضا مي

  )17  ـ1(  

                                                           
1. Residual functions  
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βكه در آن     j     ها ضرايب و ψj         باقيمانـده  .  ها يك سري توابع مستقل خطي معلوم هـستند

R شده در  ضرب) 15 ـ  1رابطه (  حاكمديفرانسيل رابطه درwحوزه  بر روي V گيري  انتگرال

  .استشده و برابر صفر قرار داده شده 

  )18 ـ 1(  

d دوبعدي، شرايطدر  d d= x yVبا اختياري بودن .  برقرار استβ jه  ب ـ18 ـ  1، معادلة  ها

  :شود ميمنجر يك سيستم معادلات 

  )19 ـ 1(  

  :انجامد رابطه زير مي به 19ـ  1در معادلة  15ـ  1ي معادلة يگذارجا

  )20 ـ 1(  

بنـابراين  .  اسـت  αi ضريب مجهول    n  معادله براي تعيين   n بابيانگر يك سيستم     رابطه   اين

، منجـر بـه   )4 ـ   1معادلـة  ( در يـك تـابع پيوسـتة مجهـول      معادلة ديفرانـسيل حل عددي

) 14 ـ  1معادلـة  (به شكل ضرايب معرف حل تقريبي  )20 ـ  1 (سيستمي از معادلات جبري

  .شود مي

عـددي بنيـادي    هاي    روشاساس معمول را براي تمام      ،  يوزنهاي    باقيمانده سازي  رابطه  

ايـن  .  اسـت  هاي اجزاي مـرزي و اجـزاي محـدود          طور خاص براي روش    به كه   كند  فراهم مي 

كند كه پيوستگي لازم توابع بـه كـار رفتـه در              ا فراهم مي  اين امكان ر  همچنين  بندي    فرمول

هـاي    باقيمانـده  سـازي   رابطـه با شـروع از     . شوند مشخص   ،حل تقريبي و تابع وزني     رسيدن به 

شرايط مرزي به    كه   يوزني براي حالت  هاي    باقيماندهيابي به معادلة    ، دست حوزهروش  در  وزني  

توانـد بـه      پذير بوده و تقريب به كار رفتـه مـي           اند، امكان   حل تقريبي ارضا نشده   طور دقيق با    

  .طور مشخص تعيين شود

 روش   در هاي وزنـي    باقيماندهسازي    رابطه. شود  صورت زير انجام مي     گيري به   اين مشتق   

  :شود بيان مي )18 ـ 1معادلة  (با) 4 ـ 1شكل  (S و مرز Vحوزه با حوزه 

  )21 ـ 1(  

اولـين بخـش در     . انـد   گيري شـده    جزء انتگرال    جزء به  ،صورت زير    به هاي حاوي مشتق    عبارت
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  :.گيري شده است  انتگرالxبخش در امتداد   بخش بهسمت راست رابطه

    )22 ـ 1(  

  

  )23 ـ 1(  

  
  عمود بردار سمت چپ ودر  Vحوزهخلاف جهت عقربه هاي ساعت بر روي مرز و با در انتگرال    4 ـ 1شكل 

  رو به بيرون                 

  

طـور    بـه .  بر روي مرز هـستند     x− و   x+كننده محورهاي     مشخص − و   +هاي    كه علامت 

  :شده بندي فرمولصورت زير  مشابه بخش سوم به

  )24 ـ 1(  

 عمـود بـردار    در چپ، بـا      Vحوزه   با   Sهاي ساعت در مسير       گيري خلاف جهت عقربه     انتگرال

{ }n  هاي     با مؤلفه  بيرون  رو بهxn   و yn   جايگذاري وd d= yx n s   وd d= xy n s )  شـكل

  :شود منجر مي هاي زير رابطه به 24 ـ 1 و 23 ـ 1هاي  رابطهدر ) 4 ـ 1

  

  )25 ـ 1(  

دسـت   بـه  جـزء بـه جـزء زيـر     انتگـرال   فرمول22 ـ  1 در رابطه 25 ـ  1با جايگذاري معادله 

  :خواهد آمد
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  )26 ـ 1(  

  :آيند دست مي  انتگرالي روابط زير به با قرار دادن بخش دوم در سمت راست در بخش

  )27 ـ 1(  

  )28 ـ 1(  

  :طور مشابه و به

  )29 ـ 1(  

  )30 ـ 1(  

  .دهد را نتيجه مي» قضية گرين «26 ـ 1 در معادله 30 ـ 1قرار دادن معادله 

  )31 ـ 1(  

 رخ داده،   Vحـوزه   هـا بـر روي        گيـري   انتگـرال . بيان اين عبارت تا حدودي اصلاح شده است       

u= با جايگزيني    uS به   Sگيري روي مرز      انتگرال u   و tS   با n ,n nGuτ = = τ)  معـادلات 

 خـواهيم  21 ـ  1 در معادلـه  31 ـ  1بـا جايگـذاري معادلـه    . شود تجزيه مي) 8 ـ  1 و 5 ـ  1

  :داشت

  )32 ـ 1(  

  :شود  نتيجه مي8 ـ 1با اعمال شرايط مرزي معرفي شده و با استفاده از معادلة 

  
  )33 ـ 1(  

اصـلاح  ، يـك     tS در   τnجاي     به τnو   Suدر   uجاي     به uشود كه با قرار دادن        اشاره مي 

  .گيرد  علائم صورت ميدر

عقـب انجـام      جـزء دو بـار بـه        گيري جزء بـه     باقيمانده وزني اصلي، انتگرال   براي بازيابي     
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  :شود منجر ميرابطه زير  به 33 ـ 1رابطه  در 30 ـ 1رابطه جايگذاري قسمت آخر در  .شود مي

  
  )34 ـ 1(  

  : خواهيم داشت34 ـ 1 در معادله 26 ـ 1با جايگذاري قسمت آخر معادله 

  
  )35 ـ 1(  

  :انجامد رابطه زير مي به) 16 ـ 1 و 15 ـ 1معادلات (عرفي توابع باقيمانده م

  )36 ـ 1(  

هاي   سازي وزن   رابطه   منجر به  33 ـ 1 معادله در قبلي شده توصيف مرزي شرايط معرفي بنابراين

 ها  جايي  جابهشرايط مرزي   با  ،  حوزهدر   يلدر معادله ديفرانس  باقيمانده  باقيمانده كلي با توابع     

u=، 33 ـ  1با وجود اينكه در معادله . شود كشش سطحي بر مرز ميشرايط و  u  بـر uS و 

τ = τn n   بر tS  بر روي مـرز همچنـان وجـود دارنـد         ) خطا(باقيمانده  اند، توابع      اعمال شده 

)1 0≠R   2 و 0≠R    حل تقريبي   اجزاي  ). 36 ـ 1 در معادلةu         مرتبط بـا شـرايط مـرزي در 

هاي وزني    بندي باقيمانده    شرايط مرزي در فرمول    uلازم نيست    و    وجود دارند  35 ـ1ة  ـمعادل

  .را ارضا نمايد

تواند براي هر مسئله مقـدار مـرزي     مي35 ـ  1رابطه هاي وزني متناظر  رابطة باقيمانده  

u=تواند با انتخـاب    مي34 ـ  1رابطه در مكانيك سازه، . شودتشكيل  u  بـر uS نـوان  ع  بـه

شـرط  مجازي بـوده و لازم نيـست         جايي  جابهتابع وزني بيانگر    . بيان كار مجازي تفسير شود    

مجازي، بخـش اول برابـر اسـت بـا كـار داخلـي               جايي  جابهبراي  . را ارضا نمايد  خاصي  مرزي  

ر و عبارت سمت راست با كار خـارجي         ، بخش دوم با كار خارجي با      )ارتجاعيانرژي كرنشي   (

  .برابر است )مجازي جايي جابه در مجهول سطحي هاي كششضرب  حاصل(مرزي 

 اطلاعاتي 33 ـ  1 و 34 ـ  1، 35 ـ  1هاي وزني در معادلات  سه رابطه كليدي باقيمانده  

 پيوسـتگي  35 ـ  1 و 33 ـ  1معادلات در . كند  الزامات پيوستگي توابع نيز فراهم ميدر مورد



  شده روش اجزاي محدود مرزي مقياس     14

  

 پيوستگي 34 ـ  1اي و در معادله  تا مشتق دوم، يعني حداقل تا قسمت درجه دوم چندجمله

ي تا مشتق اول، يعني تا بخش خطي كافي و مورد قبـول اسـت، بنـابراين الزامـات پيوسـتگ                   

 ضـعيف  فـرم ت، اس تقريبي  كه34 ـ 1معادله  وزني هاي  باقيمانده وضعيت. است شده 'ضعيف'

  ).شود ، فرم قوي ناميده مي4 ـ 1 حاكم، معادله معادله ديفرانسيل (شود ناميده مي

  34 ـ  1 هاي وزني در معادله باقيماندهسازي  رابطهشود كه   نشان داده مي4 ـ  1 بنددر   

ولـي  ،   uعي مشابه تـابع     ، تاب  wويژه براي تابع وزني       به. نقطه شروع روش اجزاي محدود است     

)ده بر كاهن 0)=uS w   تابع تقريب  .  انتخاب شده استuاي انتخـاب شـده تـا شـرط      گونـه   به

)بر  جايي جابهمرزي  )=uS u u دهد ميزير را  را برقرار نمايد كه اين انتخاب نتيجه:  

  )37 ـ 1(  

  ،33 ـ  1 هـاي وزنـي در معادلـه    بنـدي باقيمانـده    كه فرمولشود مي نشان داده 5 ـ  1 ندبدر 

صورتي انتخـاب شـده كـه اولـين            به wتابع وزني   . دهد  اساس روش اجزاي مرزي را شكل مي      

مـرزي  ــ    معادلـه انتگـرال     بـه  كـه منجـر    دهـد   واقع بر مرز را نتيجه مي      بخش انتگرال، تنها 

  .دهند هاي روي مرز رخ مي انتگرالساير  ، pقسمت معرف بار جز  بنابراين، به .گردد مي

. دينـاميكي آسـان اسـت        بـه  ياستاتيكشرايط  هاي وزني از      بندي باقيمانده   بسط فرمول   

)اينرسي عبارت ين منظورا هب )u t−ρ ، )10 ـ  1ادلـه  مع(حركت  ديفرانسيل موجود در معادله ��

 37 ـ  1عنـوان مثـال، معادلـه     به. شود ساير عبارات اضافه مي  ضرب شده و بهwدر تابع وزني 

  :شود شكل زير تبديل مي ديناميكي بهشرايط در 

  )38 ـ 1(  

  
  

       روش اجزاي محدود4 ـ 1

زيـر    بـه  حـوزه . شـرح زيـر خلاصـه شـود         توانـد بـه     هاي اصلي روش اجزاي محدود مي       ويژگي

 براي هر جزء    .شود   تقسيم مي  ،شوند  پوشاني كه اجزاي محدود ناميده مي       بدون هم هاي    حوزه

 سـپس اجـزاي   . شـود   محدود، حل سادة تقريبي كه بيانگر رفتار فيزيكي اسـت، تعيـين مـي             

 ،توانـد حـل شـود       كه مـي  را  شوند تا مدل كامل مسئله        مي) سرهم(يكديگر متصل     بهيادشده  
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بنابراين روش اجزاي محدود تنها بر      . هم مرتبط هستند    شدت به   اين سه عمل به   . شكل دهند 

   ـ 1749(قولي از گوته  نقل با توان بلكه مي، استوار نيست»  كـنغلبه وكـن تقسيم «مفهوم 

متحد كـن   ت؛  ، يك پند هوشمندانه اس     بده و دستور كن  تقسيم  «: آن را توصيف كرد   ) 1832

  .»، از آن هم بهتر استهدايت كنو 

 2 ـ  1بنـد   مثالي از معادله لاپـلاس كـه در    با بيانهاي اصلي روش اجزاي محدود گام  

با و شار   برابر است    u خارج از صفحه     جايي  با جابه تابع مورد نظر    . گردد  تشريح مي  ،ارائه شده 

مسئله مقدار مرزي شامل حل معادله ديفرانـسيل        . استمتناظر   τy و   τxهاي برشي     تنش

  در معادلـه  جـايي  جابـه باشد كه بر شرايط مـرزي برمبنـاي     مي4 ـ  1جزيي حاكم در رابطه 

،  خـاص مسئله.  اعمال شده است ـ ب 5 ـ  1در معادله سطحي  و برمبناي تنش  ـ الف 5 ـ  1

  . نشان داده شده است3 ـ 1شكل مثلث است كه در شكل  اي به گوه

  .تواند تعريف شود  شش گام زير مي  مسئله، تعادل شرايطبراي تشريح  

  

  حوزهجداسازي فضايي : اولگام 

اي   پوشـاني ندارنـد، هركـدام هندسـه سـاده           د كه هم  شو  تقسيم مي زيرحوزه  تعدادي    بهحوزه  

هـايي بـا مختـصات كلـي          ، گـره   محـدود  هر جـزء    به. شوند   محدود ناميده مي   ايجزاداشته و   

توابع با  آن  اي    يابي مقادير گره    دروناز طريق   تواند    محدود مي ء  جزهندسة  . دياب  اختصاص مي 

نگاشت
 الـف  شود، در پيوسـت     ناميده مي  2 يكپارچه سازي كه مدل شرايط  اين  .  توصيف شود  1

  .مورد بررسي قرار گرفته و در گام دوم بيشتر توصيف شده است

، تقـسيم  هستند در رئوس  آنهاهاي چهار مثلث كه گره به) 5 ـ  1شكل ( 0 ـ  1 ـ  2گوة   

   در شـكل P بـر نقطـه   3گـره  و  انـد  شده  مشخص2 ـ  1بند ها، در  گره مختصات. شده است

  . منطبق است3 ـ 1

  

  درون اجزاي محدود جايي جابه: دومگام 

اي تكهصورت  به محدود، در هر جزء ها جايي جابه تقريبي حل
  يها جايي جابه .شود مي تعريف 3

                                                           
1. Mapping function 
2. Solid modeling 
3. Piecewise 
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  .دها در رئوس قرار دارهاي آن ه چهار جزء محدود مثلثي كه گرهتقسيم گوه ب   5 ـ 1شكل 

  

 برحـسب درون هر جزء محـدود منفـرد،         جايي  جابه. اند  عنوان مجهول انتخاب شده     اي به   گره

. دشـو  يـابي مـي   ، در سيـستم مختـصات محلـي درون   وابـع شـكل    از طريـق ت    اي  مقادير گـره  

سـادگي انجـام      گيـري بـه     گيـري و انتگـرال      تناسب خوبي دارند زيـرا مـشتق      ها    اي  چندجمله

پيوسـتگي  و الزامـات    هـاي جـزء محـدود         اي، بـا تعـداد گـره        درجه هر چندجملـه   . شوند  مي

كننـدة   در اكثر حالات براي توابع نگاشـت توصـيف  . در طول وجوه مطابقت دارد   ها  جايي  جابه

  .شود ياب مشابهي انتخاب مي ، توابع درونجايي كننده جابه تعيينهندسه و توابع شكل 

شـود    عنـوان تقريـب اوليـه فـرض مـي           متغير خطي بـه    جايي  جابهبراي هر مثلث، يك       

  ):14 ـ 1معادلة (

  )39 ـ 1(  

ضـريب،  بـراي تعيـين ايـن سـه         . ضـريب مجهـول هـستند      سـه    3α و   1α  ،2αكه در آن    

در  3 و   2 ،1هـاي رئـوس       انتخـاب گـره     در سه گره مورد نياز است كه منجر بـه         ها     جايي  جابه

 جزء محدود قابـل كـاربرد   گذاري محلي است كه براي هر ناماين يك . (شود  مي6 ـ  1شكل 

  :زيرسازي  رابطه). است

  )40 ـ 1(  

  :دهد مي دست به ها گره مختصات و ها جايي جابه از تابعي را مجهول ضرايب معادلات اين حل و

  )41 ـ 1(  

  

  .استحت مثلث  مسا∆كه در آن 
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  .هاي آن در رئوس قرار دارد  محدود مثلثي كه گرهجزء   6 ـ 1شكل 

  

  )42 ـ 1(  

  : خواهيم داشت39 ـ 1 در رابطة 41 ـ 1با جايگذاري معادله 

  )43 ـ 1(  

  :صورت زير هستند كه در آن توابع شكل به

  )44 ـ 1(  

  

j=توجه شود كـه بـراي        i  ،( , ) 1=i i iN x y     و بـراي ≠j i  ،( , ) 0=i i iN x y  اسـت  .

  :صورت زير نيز بيان شود تواند به  مي43 ـ 1اي در معادله  يابي گره درون

  )45 ـ 1(  

  :شكل زير است اي به گرههاي   جايي جابهكه در آن 

  ) ـ الف46 ـ 1(  

  و
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  ) ـ ب46 ـ 1(  

در طول وجه مشخصي از يك جزء محدود،        . تأكيد است كه توابع شكل خطي هستند        لازم به 

كه جـزء محـدود      از آنجا . شود  اي تعيين مي    گره جايي  جابهدو  وسيله    به جايي  جابهتابع خطي   

اشــتراك دارد،  اي يكــسان بــه مجــاور بــا وجــه مــشترك، همــان دو گــره را بــا مقــادير گــره

 ،شده در دو جزء در طـول آن وجـه مـشترك برابـر بـوده و بنـابراين                    محاسبه هاي  جايي  جابه

 گوه، توابع شكل اجزاي محـدود  با حل تقريبي. ه خواهد بود پيوستسراسر وجه در   جايي  جابه

بـراي مثـال، توابـع      . دهنـد   هاي محلي را شكل مـي       بندي شده و هرم     سادگي سرهم  مجاور به 

فاصله از  . يابد  با فاصله كاهش مي   صورت جزيي     به 5 ـ 1 در شكل    2با گره   كلي متناظر    شكل

   و3 ـ  4 ـ  2ترتيـب بـا اجـزاي محـدود       است كـه بـه  1 ـ  3 و 4 ـ  3ل اين گره تا وجوه مقاب

تخميني  جايي جابهنظر از شرايط مرزي،  صرف .متناظر هستند 2مشترك در گره  1 ـ  3 ـ  2

.  اسـت  4تـا   صـفر    هـاي   گـره  جـايي   هجابمحدود، تابعي از    جزء  اي بر هر      تكهصورت    بهخطي  

تخميني در سراسر وجوه اجزاي محدود پيوسـته بـوده و            جايي  جابهطور كه اشاره شد،       همان

  .دهد در سراسر گوه رخ نميجايي  جابههيچ فاصله 

كه در آن مختصات در طـول يـك         شوند    ميدر گام اول، اجزاي محدود مثلثي انتخاب          

ايـن  . هـاي در دو رأس واقـع در انتهـاي وجـه هـستند               جه، توابع خطـي از مختـصات گـره        و

. بنـابراين تنـاظري طبيعـي وجـود دارد        ،  اسـت  جـايي   جابـه يـابي     يابي مـشابه بـا درون       درون

جـزء  يـك   مختـصات   براي   ،جايي  جابه براي   45 ـ 1 در معادله    ،شده  توصيفيابي مشابه     درون

  .نيز اعمال خواهد شدمنفرد محدود 

  )47 ـ 1(  

  :)6 ـ 1شكل  (باشند صورت زير مي اي به كه مختصات گره

  )48 ـ 1(  

]و همچنين معادلات نگاشت  ( , )]N x y   مـشخص  44 ـ  1 ـ ب و  46 ـ  1 كـه در معـادلات 

  .شدند
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 سيستم مختصات كارتزين كلـي و   در44 ـ  1ده، توابع شكل در رابطة در اين مثال سا  

آمادگي بـراي بـسط     منظور    به. اند   توصيف شده  ،نه در سيستمي محلي مرتبط با جزء محدود       

ξ,، يك سيستم مختصات محلي    1 بخش مدل مسئله η   اوليه تعريف شـده بـود     در جزء   كه، 

كار رفته براي مثلث،      روند به . انجامد   محدود عمومي مي   ءجز شود كه تكميل آن به      معرفي مي 

  .شابه استنيز م الف براي چهارضلعي بررسي شده در پيوست

 نـشان  7 ـ  1هاي رئوس، در قـسمت بـالاي شـكل     مثلث كلي با مختصات عمومي گره  

الزاويـه   مثلـث قـائم  ( با يك زاويه قائم و دو ضلع با انـدازه واحـد      مثلث اصلي . داده شده است  

ξ,و مختصات محلي    ) الساقين  متساوي η  اند در قسمت پايين      طور مناسب مقياس شده     كه به

ξ, نقطه   .قرار دارند  η      در جزء با پارامترهاي ,ξ η    در نقطه x   و y    نگاشـته   عمـومي  در مثلث 

0) زء اصلي ـ از ج  2ـ   1عنوان مثال، ضلع      به. شود  مي 1, 0)≤ ξ ≤ η ξ,ادير  ـبا همان مق   = η 

ها توابع نگاشت را بـراي سـه    بررسي. شود ه ميـ نگاشتعمومي از مثلث 2 ـ  1ل ـدر ضلع ماي

  .دهند دست مي صورت زير به  بهگروه تعريف شده در جزء اصلي

  )49 ـ 1(  
  

 
 
 
  

  

  

  

  

  

  

  
  

  الزاويـه  شـكل مثلـث قـائم    با استفاده از نگاشت جـزء منـشأ بـه   كلي توليد جزء محدود مثلثي    7 ـ  1شكل 

  الساقين متساوي                     
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) و   i=1,2,3در مختصات محلي     , )i ix y      ترتيب زير    بهاي     با وارد كردن مختصات كلي گره

  :شود بيان مي

  )50 ـ 1(  

  : آورده شده48 ـ 1اي در رابطه  كه مختصات گره

  )51 ـ 1(  

 51 ـ 1 رابطه   با جايگذاري . شود  مي سادگي ساخته   به معكوس  نگاشت ،براي اين تبديل خطي   

ξ, و حل آن براي 50 ـ  1رابطه در  η ،  برحسب متغيرهر دو x و y ادامه  با .شوند  مينتيجه

 در مختـصات  47 ـ  1، روابط نگاشت معادله  50 ـ  1له جايگذاري روابط در معاد و اين روند

  .آيد دست مي كلي به

  :شكل زير بيان شود تواند به جزء محدود مي جايي جابهطور مشابه،  به  

  )52 ـ 1(  

  .ندا  مشخص شده49 ـ 1كه توابع شكل در معادله 

  

  )اي سختي استاتيكي و بار گره(محدود  اجزايمشخصات : سومگام 

با اينكه يك   . هاي وزني تعيين شده است       محدود براساس روابط باقيمانده    مشخصات هر جزء  

 ولي  ،جزء محدود داراي تعداد نامتناهي نقاط اتصال با اجزاي مجاور بر روي وجوه خواهد بود              

در شـرايط  . مـورد نيـاز اسـت   مشخـصات  اي بـراي ايـن    ر گـره بياني مجزا و مرتبط با مقـادي  

متمركز همـان   نيروهاي  اي را با      گرههاي       جايي  جابه، ماتريس سختي استاتيكي كه      ياستاتيك

و ده  ش ـل  اعما بار گسترده كه بر يك جزء محدود         براي. آيد  دست مي   سازد، به    مرتبط مي   گره

، مشخـصات با داشتن اين دو     . شود  محاسبه مي نيز  اي    يك بردار بار گره    ،براي كشش سطحي  

. دست آورد توان به ميمنفرد براي هر جزء محدود را اي  گره جايي جابهاي ـ   نيروي گرهرابطه 

 متقـارني ، روابط تخميني جايي جابه راي تابع وزني مانند كل مشابه ب  با انتخاب الزامي توابع ش    

  .متقارن استماتريس سختي استاتيكي ويژه  بهآيد،  دست مي به

 وزنـي،  هـاي   اشاره شد، فرم ضعيف روش باقيمانـده 3 ـ  1بند طور كه در انتهاي  همان  
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 uتخميني  جايي جابه 37 ـ  1در معادله . محدود استاجزاي گيري روش  نقطه شروع مشتق

) بر روي    uجايي    جابه )=uS u u    كنـد و تـابع وزنـي           را ارضا مـيw     بـر روي ( 0)=uS w 

  .شود تكرار مي ،ارجاعسهولت بيان كار مجازي در اين شرايط براي . رسد صفر مي به

  )53 ـ 1(  

 در هر جزء ثابت     yu, و xu, يك تابع خطي است،    uانتخاب شده    جايي  جابهكه   از آنجا   

 پيوسته بوده امـا مـشتقات       u،  )اضلاع اجزاي محدود  (ي  يمرزهاي درون جز  در طول   . هستند

يكساني براي تـابع    مشخصات   است،   u تابعي مشابه با     w كه از آنجا .  توابع گام هستند   uيجزي

  رابطـه در  شـده     ارائـه  w  و u يي ـمـشتقات جز   ضـرب  حاصل  بنابراين، .شود   نيز اعمال مي   وزن

  .گيري مربعي دارند ، قابليت انتگرالمنفرد بر روي هر جزء ، وجود داشته و53 ـ 1

گيـري همچنـين    اين انتگرال. شوند اعمال ميحوزه كل بر  53 ـ  1هاي معادله  انتگرال  

 منظور  به. شوندسپس با هم جمع     و   هدتجزيه ش منفرد   محدود   ءجز  سهم  متناسب با   تواند    مي

هـاي متنـاظر      و كميت منفرد   محدود   ءجزهاي متناظر با       براي كميت   سازي اصطلاحات،   ساده

. شـود   ه مي دهاي مشابهي استفا    اجزاي محدود، علامت  تمامي  بندي     شامل سرهم  كلحوزه  با  

  .شود بررسي مي نفردمدر ادامه يك جزء محدود 

 در مختـصات   و توابع شكل مشخص شده6 ـ  1 مثلث شكل س سختي استاتيكيماتري  

صـورت    براي مثلث بـه 53 ـ  1سمت چپ معادله . محاسبه شده است) 45 ـ  1معادله (كلي 

  :شود ميبازنويسي زير 

  )54 ـ 1(  

  : داريم45 ـ 1براساس معادله 

  )55 ـ 1(  

  :شود نبال ميصورت زير د به) 44 ـ 1( معادله با

  )56 ـ 1(  
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  :دشو صورت زير بيان مي ابع وزني بهت

  )57 ـ 1(  

  :باشند شكل زير مي ها به توابع وزني در گره

  )58 ـ 1(  

دسـت    بهرابطه زير) 54 ـ  1(با جايگذاري در معادله . آيد دست مي در نتيجه بيان مشابهي به

  :آيد مي

  )59 ـ 1(  

}كه  از آنجا }Twاي   اختياري است، بردار باقيمانده بيانگر بار گره{P} را 59 ـ  1 در معادله 

  :شكل زير نوشت توان به مي

  )60 ـ 1(  

  :زير است صفر رسيدة ي برابر با بار بها گرهجايي  جابهي ـ ا رابطة بار گره

  )61 ـ 1(  

  :شود صورت زير محاسبه مي س سختي استاتيكي بهماتري) 60 ـ 1(رابطه با مقايسه با 

  )62 ـ 1(  

  :شود منجر ميرابطه زير  به )56 ـ 1(رابطه جايگذاري 

  )63 ـ 1(  

  كه در آن
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  )64 ـ 1(

]و   ]xK   از [ ]yK    با جايگذاري ( = 1,2,3)ix i جاي     بهiy  اشـاره    لازم به . شود   ساخته مي

]است كه  ]Kمتقارن است .  

  محلـي   منشأ و با مختـصات     ءتواند براساس جز    ماتريس سختي استاتيكي همچنين مي      

,ξ η )جزيي متناظر هاي  مشتقطور كه با   همان)54 ـ  1(رابطة . محاسبه شود) 7    ـ1 شكل

x, كلي با مختصات  y     برقرار است، با مـشتقات     ) پيوست الف ( )7ـ   الف(  رابطة بيان شده در

ξ,جزيي متناظر با  ηصورت زير برقرار خواهد بود  نيز به:  

  

  )65 ـ 1(  

  

  :)8 ـ الفمعادله  (صورت زير است بهژاكوبين كه در آن 

  )66 ـ 1(

  :جزيي برابرند باهاي  مشتق، )51   ـ1( و )50 ـ 1( هاي رابطهبراساس 

  

  )67ـ  1(

  

]شود كه     اين نتيجه حاصل مي    ]J    رابطـه ( ،∆ مثلث،  با دو برابر مساحت    )66ـ   1(در رابطه  

  .برابر است) 42 ـ 1

ξ,ر دمحدود جزء در يك  uجايي جابه   η مـشخص شـده اسـت   )52 ـ  1(رابطـة   در  .

  :شوند صورت زير بيان مي جزيي بههاي  مشتق

  

  )68 ـ 1(

  



  شده روش اجزاي محدود مرزي مقياس     24

  

، ماتريس )68 ـ  1( در )66 ـ  1(رابطة و جايگذاري  uجايي جابه براي )65 ـ  1(رابطة  با بيان

]ي ا گرهايي ج جابهكرنش ـ   ]B دهـد كـه در آن    دسـت مـي    را بـه∂ =
∂ ,x

u
u

x
  و

∂ =
∂ ,y

u
u

y
 

  .ها هستند بيانگر كرنش

  )69 ـ 1(  

  با تعريف

  )70  ـ1(  

  وزنيتابع و براي 

  )71 ـ 1(  

 در مختصات   dxdyء بسيار كوچك عبارت       در جز . شود  دنبال مي ها    مشتقبياني مشابه براي    

,ξ− η− 9 ـ الف(رابطه  (جزء منشأ، برابر است با((:  

  )72   ـ1(  

 )72 ـ 1( و )71 ـ 1( هاي رابطه جايگذاري  و همچنين)70ـ  1(  در)69 ـ 1(رابطه  جايگذاري

  :شود  منجر ميرابطه زير  به )54 ـ 1(در رابطة 

  

  

  )73 ـ 1(  

با ء منشأ برابر  انتگرال بر روي جزپاسخ 
1

2

شـود كـه    مـي اشـاره  دوباره . )7 ـ  1 لشك(است  

{ }Tw       ضـرب مـاتريس سـختي اسـتاتيكي            اختياري بوده و بردار باقيمانده با حاصل[ ]K  و 
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{ }u  براي   ن تعريف ـاي.  برابر است [ ]K رابطـه  ده در   ـش اي مشابه با نتيجه مشخص      نتيجـه  به

  .شود  منجر مي)63 ـ 1(

صـورت تـابعي از مـاتريس كـرنش ـ       توانـد بـه   ماتريس سختي استاتيكي همچنين مي  

]ي ا گرهجايي  جابه ]B) به شكل زير نوشته شود) 70 ـ 1ادله عم:  

  )74 ـ 1(  

بـراي  . دهـد   را نتيجه مـي اي گره، بردار بار )53 ـ  1( سمت راست رابطه عبارت بررسي

  :آيد دست مي ، ذكر شده در مثال، رابطة زير بهصفر رسيده بهتنش 

  )75 ـ 1(  

 خـواهيم  )72 ـ  1( رابطـه  كـاربرد  و )71 ـ  1(هـاي   رابطـه  ثابت و با جايگذاري p  باربراي

  :داشت

  )76 ـ 1(  

  :صورت زير است اي به كه در آن بار گره

  )77 ـ 1(  

  :شود منجر ميرابطه زير  به )66 ـ 1(و  )51 ـ 1(جايگذاري رابطه 

  )78 ـ 1(  

  

  بندي اجزاي محدود و اعمال شرايط مرزي سرهم: چهارمگام 

بندي شده و شرايط مـرزي          ، سرهم منفرد محدود   اجزايمشخصات   ،هر مسئله حل  خلال  در  

بنـدي سـاده از آنجـا     ايـن سـرهم  . مـدل كلـي بيانجامـد    شود تـا بـه   جايي نيز اعمال مي  جابه
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ر ايـن گـره     يي كـه د   و تابع وزني براي تمامي اجزا      جايي  جابهپذير است كه در هر گره،         امكان

شـكل   بـه  ،ء   و تابع وزنـي بـراي هـر جـز          جايي  جابه همچنين   .مشترك هستند، يكسان باشند   

هـم    سادگي بـه    هاي اين اجزاي محدود را به        سهم توان  ميشوند كه     اي و محلي تعيين مي      تكه

  .نموداضافه 

) تخميني و تابع وزنـي    جايي    جابه( شرح داده شد، توابع كلي       طور كه در گام دوم      همان  

رونـد مزبـور ايـن      . شـود    ايجاد مي  يكديگر  بهمنفرد  از پيوستن توابع مربوط به اجزاي محدود        

شـامل مـاتريس سـختي اسـتاتيكي و بـار           (كند كه سهم هر جزء محدود         امكان را فراهم مي   

صورت مـستقل از سـاير اجـزا          ، به باقيماندههاي    تا عبارات وزن  ) رد بحث مواي براي مثال      گره

  .محاسبه شود

،  aچهار مثلـث   به  گوه.)8 ـ  1شكل (صورت زير است   بهراي گوهـبندي ب مراحل سرهم  

b   ،c   و d    ضرايب ماتريس سـختي    . شود  بندي مي    تقسيم 3 و   2 ،1هاي محلي      هر كدام با گره

,استاتيكي  , 1,2,3=k
ijK i j  و, , ,=k a b c d يـك  . كننـد   تبعيـت مـي  )63 ـ  1(رابطـه   از

هـاي مـدل كلـي بـا          گـره . معرفـي شـده اسـت     منفرد  اختصاص جزء محدود    براي   بالانويس

بـه  ) درجـات آزادي  (متنـاظر   هاي     جايي  جابهاند و     شدهگذاري    نام 4 و   3 ،2 ،1 ،عددهاي صفر 

0شكل  1 2 3 4{ } [ , , , , ]Tu u u u u u=جـايي   جابـه اي ـ   گـره نيـروي  رابطـه  . انـد  ص شده مشخ

  :كلي برابر است بااي  گره

  )79 ـ 1(  

  

  

  .بندي مها براي سره ذاري كلي و محلي گرهگ نام   8 ـ 1شكل 
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  .شود صورت زير سرهم مي ماتريس سختي استاتيكي كلي به

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  )80 ـ 1(  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .شود صورت زير سرهم مي اي كلي به بردار بار گره
  

  

  )81 ـ 1(  
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 مناسـب خـود در مـاتريس سـختي اسـتاتيكي         هـاي   مكان  ، به منفردمحدود  اجزاي  هاي    سهم

 2 ،3هاي كلـي      گره هاي  سهم به 3و   2 ،1 محلي هاي  گرها  ب cبراي مثال جزء    . شوند  اضافه مي 

  .انجامد مي را 4 و

 اي  اي و تعـادل نيروهـاي گـره         هاي گـره    جايي  سازگاري جابه با  بندي    اين مراحل سرهم    

 و  3 در گـره محلـي       dاي جـزء      ، نيروهـاي گـره    4كلـي   عنوان مثال در گره       به. مطابقت دارد 

اي خـارجي اعمـال       شوند و با نيـروي گـره         اضافه مي  3 در گره محلي     cاي جزء     نيروهاي گره 

  .هستندشده در تعادل 

بندي   ، ماتريس سختي استاتيكي سرهم    نخست: شوند  شرح زير نيز اعمال مي      مواردي به   

]شده   ]K دوم،.  است متقارن [ ]K هاي كلي  اگر گره.  استحجم  كمi, j طـور مـستقيم     بـه

عنـوان   ايـن واقعيـت، بـه   . شود  ناپديد ميijKيك جزء محدود متصل نباشند، جزء      وسيله    به

اي توابع شكل محلي بـراي        اين يكي از نتايج انتخاب تكه     البته  . ، وجود دارد   02Kل براي   مثا

، بـا انتخـاب مناسـب شـكل         سـوم . تخميني و تابع وزنـي اسـت       جايي  جابهتعيين  استفاد در   

]كلي،  گذاري    نام ]K صفر تـا جـاي ممكـن از        اجزاي  اين معنا كه      شكل خواهد شد؛ به     نواري

   نـشان داده شـده در شـكل   4 و 3،  2،  1هاي صفر،     براي مثال، اگر گره   . گيرند  قطر فاصله مي  

گوشه اجزاي  قرار گيرند، 2 و 4، 3، 1ترتيب صفر،  ها و سطرهاي ماتريس به  در ستون8 ـ  1

. اوليـه صـفر خواهنـد بـود    گـذاري   نـام  در شكل    02Kبالاي ماتريس متناظر با     سمت راست   

]غيرصفر در مـاتريس     اجزاي   ]K        دهنـد   نـواري را تـشكيل مـي      اصـلي،    در دو سـمت قطـر .

 .قارن وجود داردحل ماتريس نواري متبراي هاي كارآمدي   الگوريتم

،  uجايي تخميني   جابه)53 ـ  1(رابطه هاي وزني  سازي باقيمانده  كه در رابطهاز آنجا  

. جـايي بايـد اعمـال شـود     زي جابـه ، شرايط مـر   كند  مي را ارضا    uS بر uشده  بيانجايي    جابه

  :باشد شكل زير مي  به))79 ـ 1(رابطه (كلي جايي  ـ جابهاي  گرهنيروي نيروي رابطه 

  

  )82 ـ 1(  
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 2 و   1 ،هـاي صـفر     انـد و در گـره       اي معلوم اعمـال شـده       هاي كلي، بارهاي گره     در تمامي گره  

جـايي    شـرايط مـرزي جابـه     . شـوند   مي ظاهر   2R و   0R   ،1Rالعمل مجهول     نيروهاي عكس 

  :برابرند با

  )83 ـ 1(  

  

شود كه  جبري نهايي ميهاي  معادله منجر به )82 ـ  1( در رابطه )83 ـ  1(جايگذاري رابطه 

  .كنند هول حل تخميني گوه را معرفي ميدر اين حالت دو مج

  )84 ـ 1(  

  

   حل معادلات كلي:پنجمگام 

كننـده مـدل كلـي هـستند،          صـورت نـواري و توصـيف        معادلات خطي متقارن كه در كل بـه       

  .شود ها مي در تمامي گرهها   جايي جابه بهحل شوند كه منجر مؤثري طرز  توانند به مي

شـكل   العمل بـه  سپس نيروهاي عكس. شوند  محاسبه مي4u و 3u، )84 ـ  1(از رابطه   

  .كنند  تبعيت مي)82 ـ 1(رابطه زير از 

  

  )85 ـ 1(  

  

  محاسبه نتايج تكميلي: ششمگام 

 هـا در    جايي  جابه محدود، نتايج اضافي مثل      ايجزا زاي معلوم ا   گرههاي     جايي  جابهبا شروع از    

هـا منجـر      كـه محاسـبه تـنش        از آنجـا  . شـوند   سـادگي محاسـبه مـي       ها به    اجزا و تنش   درون

 هـا كمتـر     ييجـا   طور كلي از دقت جابه       به ها  شود، دقت تنش    گيري از توابع شكل مي      مشتق  به

  .خواهد بود

)نوان مثال، ع به   , )u x y و  )43 ـ  1(رابطه  از{ }τ كـه  تبعيت كـرده ) 3 ـ  1(رابطه  از 

  .اند  مشخص شده)55 ـ 1(در رابطه  ,yu و ,xuدر آن 
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. دسـت آمـده اسـت    ، نتايج زير به)2 ـ  1بند در  3 ـ  1گوه شكل (مورد نظر براي مثال   

2 اسـت، برابـر اسـت بـا          3u كـه    P در نقطة     جايي  جابه
00.073 + 0.015( )u r G p   و تـنش  

0است با  برابر 2 ـ 1بر وجه  xτثابت ) سطحي كشش( برشي 01.353( ) 0.031−G r u r p.  

. ديناميكي بررسـي شـده اسـت    استاتيكي بهشرايط كامل بودن بحث، بسط از     منظور    به  

)، بخش )53 ـ  1(رابطه هاي وزني در  در عبارت باقيمانده ) dvp u t w V∫ اسـت  شـده   اضافه ��

  .تواند مشخص شود شود كه سهم هريك از اجزاي محدود مي اره ميباز اش. ))38 ـ 1(رابطه (

  )86 ـ 1(  

  ، )52 ـ  1(هاي  رابطهجايگذاري ). 7 ـ  1شكل ( بر روي جزء منشأ انجام گرفته است  انتگرال

  :شود منجر ميرابطه زير  به )86 ـ 1( در رابطه )72 ـ 1( و )71 ـ 1(

  )87 ـ 1(  

2Jكه در آن     = }كهشود     مي يادآور  دوباره  .  است ∆ }Tw      مانـده    انتخابي بوده و بردار بـاقي

]ماتريس جـرم    ضرب    عنوان حاصل   اي است كه به     برابر با نيروهاي گره    ]M      در بـردار شـتاب

{ }uبنابراين .  تعريف شده است��[ ]M خواهد بودبا رابطه زير  برابر:  

  )88 ـ 1(  

] كه در آن ( , )]N ξ η طيـخ توابع ,ξ η  گيري  انتگرال از استفاده با. ))51 ـ  1(رابطه (هستند

  :الساقين جزء منشأ خواهيم داشت الزاويه متساوي  قائمبر روي مثلث

  )89 ـ 1(  

  :ماتريس جرم جزء مثلثي با توابع شكل خطي برابر است با

  

  )90 ـ 1(  
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ـ ي  ا گـره نيروي ، رابطه ))79 ـ  1(رابطه (بخش استاتيكي  با اضافه كردن بخش ديناميكي به

  :آيد دست مي ديناميكي بهشرايط ي براي ا گرهجايي  جابه

  )91 ـ 1(  

]كه    از آنجا  ]M    مشابه با [ ]K نيـز  براي سيـستم كلـي      بندي شده است، اين معادله         سرهم

  .شوند مي طور متناظر بسط داده ها و بردارها به كه تمامي ماتريساي  گونه رود، به كار مي به

  :صورت زير خلاصه كرد توان به روش اجزاي محدود را ميمشخصات 

   زيـادي وجود آمدن تعـداد   و باعث به) 9 ـ  1شكل (صورت فضايي جداسازي شده  بهحوزه  ●

  .شود مي) درجات آزادي(اي  مجهول گره   

   در جزء محـدود    محليو  اي      تكهصورت    ، كه به  يني تخم جايي  جابه فرضية توابع شكل براي      ●

  .ويژگي اصلي و مركزي اين روش استهستند،    

  منجـر  توابـع مـنظم    اسـتاندارد  گيري  انتگرالهستند،   اي  شكل چندجمله  توابع آنجا كه  از   ●

  .شود  مي)اميكيدين جرم در حالت و ماتريس( و بردار بار سختي استاتيكي توليد ماتريس به   

   ، باعث ايجـاد تعـادل و      مشخصات اجزاي محدود منفرد    جمع كردن بندي، يا همان       سرهم ●

  دليل اينكه   به (متقارنصورت    سيستم معادلات نتيجه شده به    . شود  ميكلي     سازگاري مدل   

  ،)فاده شـده اسـت    هاي تخمينـي و توابـع وزنـي اسـت           جايي     توابع شكل مشابهي براي جابه    

  صورت محلي تعريف شده است، در هر        چون توابع شكل براي هر جزء محدود به       (حجم    كم   

  گـذاري   نـام  بـراي  (شـكل  نـواري همچنـين    و) غيرصفر وجـود دارد   اجزاي     سطر فقط چند    

  .است ) مناسب  

   فـراهم   مـاتريس ضـريب ايـن امكـان را         نـواري هاي خاصي با استفاده از ساختار          الگوريتم ●

  . حل شوندهاي بزرگ با مجهولات زياد سيستمكند كه  مي   

  كننـد و    از مـشتق توابـع شـكل تبعيـت مـي          ) هـا   تـنش  (هـاي سـطحي     كشش كه   از آنجا  ●

  قـت  از د   كمتر  كل آنها در دقت     مجهولات مستقل ظاهرشده در سيستم معادلات نيستند،        

  .ها خواهد بود جايي    جابه

  عنوان كـاربردي از كمينـه انـرژي پتانـسيل تفـسير        تواند به   هاي وزني مي    عبارت باقيمانده  ●

   و از سمت سـخت   همگرايي  بندي، باعث      آزادي با اصلاح شبكه    افزايش تعداد درجات  .  شود  

  .گردد  باعث افزايش انرژي كرنشي مي،عبارت ديگر به   
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  روش اجزاي محدوددر جداسازي فضايي    9 ـ 1شكل 

  

  .باشد  بسيار مناسب ميناهمسان و ناهمگنش اجزاي محدود براي مصالح  رو●

  ، روش استاندارد اجـزاي 1 ـ  1 با نمايش محيط بدون مرزي مانند خاك زير سد در شكل ●

  توان يـك    از آنجا كه نمي   .  دقيقي بيان كند   ورط  نهايت را به    تواند شرايط در بي     نمي   محدود  

   تعداد اجزاي محدود مـدل كـرد، جداسـازي فـضايي اجـزاي             نهايت را با    بي     مدل منتهي به  

  كه رفتار فيزيكي حوزه جداشده بيرون      طوري  يابد، به   يك مرز مصنوعي خاتمه مي         محدود به 

  .شود طور تخميني مدل مي    از اين مرز، فقط به

  

  روش اجزاي مرزي     5 ـ 1

،  محـيط  مـرز . زيـر خلاصـه كـرد     صـورت     توان به   مرزي را مي  اجزاي   شهاي اصلي رو    ويژگي

 كـه حـل     از آنجا . شود  شود كه اجزاي مرزي ناميده مي        تقسيم مي  يزيرمرزهاي غيرمشترك   به

كند كـه در       تبعيت مي  )شود  هاي بنيادي خوانده مي     كه حل (هاي دقيق     تركيب حل مسئله از   

سـازي فـضايي    ا جد  دامنه داخلي متناظر با تغييرات فرضي مقادير مرزي مجهـول اسـت، بـه             

. گـردد   مـي ميـزان   يـك    بـه هاي فضايي     كاهش بعد تكه    اين قضيه منجر به   . داخلي نياز نيست  

معادله براساس  . اند  مسئله دوبعدي، تنها اجزاي مرزي خطي بررسي شده       عنوان مثال، براي      به

ضـرب تغييـرات      ، حاصـل  شـود   گيـري مـي     انتگـرال   بر روي هر جزء مـرزي      كه مرزي    انتگرال

كنـد كـه       معـادلات تبـديل مـي      هـاي   يبمـاتريس ضـر     مجهولات و حل دقيـق، سـهم را بـه         

  . حل شوددتوان كننده مدل كلي است و مي توصيف
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ديگـر  بـار   . دسـت آمـده اسـت        مرزي بـه   هاي اصلي، معادله انتگرال     قبل از توصيف گام     

  . مورد استفاده قرار گرفته است2 ـ 1بند ر دشده  توصيفمعادله لاپلاس 

 بـوده كـه قبـل از اعمـال هـر      )33 ـ  1(رابطه هاي وزني  نقطه شروع، عبارت باقيمانده  

)شرط مرزي  )u tS S S=   .شود  نوشته مي+

  )92 ـ 1(  

 بتوانـد  )92 ـ  1(رابطـه  قسمت اول سمت چـپ  توسط آن  كه اي رابطهدست آوردن  بهبراي 

شـود،     ناميده مـي   حل بنيادي صورت يك انتگرال مرزي نوشته شود، تابع وزني خاصي كه             به

)شـود     علامت ستاره مشخص مي    با   شده و انتخاب   , )n nw u Gw,∗ ∗= = τ  .      يـك بـار واحـد

كـه تـابع   ) 10 ـ  1شـكل  (شـود    اعمـال مـي  i صفحه دوبعدي نامحدود در نقطه متمركز به

شود و با توزيع خاصي از فـشار تماسـي بـر سـطح كـوچكي كـه                    خوانده مي  δ 1ديراك دلتا 

 متنـاظر   ) →0ε كـه    εاي با شـعاع       عنوان مثال، ثابت بر روي دايره       به(كند    ميميل  صفر    به

  .است و مقداري برابر با يك خواهد داشت

  )93 ـ 1(  

جـايي     در جابـه   شود   نشان داده مي   δi كه با    i اعمال شده بر نقطه      δانتگرال  ضرب    حاصل

uبرابر است با  u محاسبه شده در نقطه iيا همان  iu .  

  

  . در حل بنياديمورد استفادهبسيار كوچك  جزء   10 ـ 1شكل 

                                                           
1. Dirac-delta 
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  )94 ـ 1(  

 برابـر  i حل بنيادي با تابع دلتاي ديراك در نقطـه  ))4 ـ  1(رابطه (حاكم معادله ديفرانسيل 

  :است با

  )95 ـ 1(  

  :شود صورت زير بيان مي  به، با حل بنيادي برابر با تابع وزن)92 ـ 1(رابطه 

  )96 ـ 1(  

  :دهد دست مي  به)94 ـ 1(رابطه  و اعمال )96 ـ 1( در رابطه )95 ـ 1(با جايگذاري رابطه 

  )97 ـ 1(  

 و  u∗جـايي متنـاظر     جابـه   اعمال شده كه منجر به     iدر اين رابطه، بار واحد متمركز در نقطه         

قـرار   حوزه در درون    iنقطه  . گردد  ميكند،     كه حل بنيادي را توصيف مي      τn∗كشش سطحي   

  .دارد

 i از نقطـه     rضخامت    يك تابع شعاعي به   در اثر تقارن     كه   حل بنيادي   بهدستيابي  براي    

)بارگـذاري نـشده   سازي تعادل يك جزء بسيار كوچـك   ، رابطه)10 ـ  1شكل (است  )> εr 

  :شود  نوشته ميصورت زير به

  )98 ـ 1(  

  :شود منجر ميير زرابطه  كه به

  )99 ـ 1(  

برابـر   ))8 ـ  1(رابطـه  (جايـي  مشتق جابهدر قانون سازگاري براي مصالح همسان بيان شده 

  :بااست 

  )100 ـ 1(  
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  : خواهيم داشت)99 ـ 1(رابطه  در )100 ـ 1(با جايگذاري رابطه 

  )101 ـ 1(  

  فرانيسل معمولي، رابطة زيرحل اين معادله ديبراي 

  ) ـ الف102 ـ 1(  

  :رابطه زير به منجر  شده وجايگذاري

  ) ـ ب102 ـ 1(  

  :شود  مييا رابطه زير

  ) ـ پ102 ـ 1(  

  :كه برابر است با

  ) ـ ت102 ـ 1(  

  با جايگذاري

  ) ـ ث102 ـ 1(  

  :دست خواهد آمد رابطه زير به

  ) ـ ج102 ـ 1(  

  :با داشتن حل زير

  ) ـ چ102 ـ 1(  

  :آيد دست مي رابطه زير به) ) ـ چ102 ـ 1( و ) ـ ث102 ـ 1((هاي  رابطهاز 

  ) ـ ح102 ـ 1(  

  .است)  ـ الف102   ـ1(زير نتيجه رابطه رابطه 
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  ) ـ خ102 ـ 1(  

  :كه حل آن برابر است با

  ) ـ د102 ـ 1(  

  :صورت زير معرفي نمود توان به  را ميcيب ثابت ضرهر 

  ) ـ ذ102 ـ 1(  

 حل دوم اين معادله ديفرانسيل مرتبـه دوم، ثـابتي   .كند  را نيز ارضا مي)101 ـ  1(كه رابطه 

مطابقـت  شـونده     حركت جسم صلب با تنش برشي زايل      حذف شود زيرا با     تواند    است كه مي  

  .دارد

 بررسـي   ε، تعادل دايره بارگذاري شده بـا شـعاع بـسيار كوچـك               cتعيين ثابت   براي    

)ضرب تنش برشي  حاصلمجموع ). 10 ـ  1شكل (شود  مي )∗τ = εr r 2 در محيطπε بـار   و

  .استبر صفر  برا1متمركز 

  )103 ـ 1(  

∗τr آيد دست مي  به) ـ ذ102 ـ 1(رابطه  و )100 ـ 1( با استفاده از رابطه:  

  )104 ـ 1(  

=بـا قـرار دادن    εr رابطـه زيـر   ) 103    ـ1(در رابطـه   و جايگـذاري  )104 ـ  1(رابطـه   در

  :آيد دست مي به

  )105 ـ 1(  

  :بنابراين حل بنيادي برابر خواهد بود با

  )106 ـ 1(  

  )107 ـ 1(  
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كننده كـه     تا نقطه دريافت  ) نقطه اعمال تابع دلتاي ديراك     (i از نقطه مبدأ     rكه درآن فاصله    

 كننـده  ، نقطه دريافت)97 ـ  1(رابطه در . گيري شده است اندازهحل در آن بايد تعيين شود، 

، r→0در شرايطي كه . كند   تغيير مي  ، كه بار متمركز در آن قرار دارد       iبا هر موقعيت ثابت     
∗u و ∗τr1تكينشوند كه  نهايت مي  بي∗τr) ازتر  قوي) ر برداشتن يك مشتقد∗uاست .  

دست آوردن معادله انتگـرال   براي به. قرار دارد حوزه درون i، نقطه )97 ـ  1(رابطه در   

جايي كه تابع دلتاي ديراك اعمال شده،       ي  يعن i، نقطه    با در نظر گرفتن مقادير مرزي      مرزي

بـار  در آن   كه  صاف است؛ يعني مكاني     موضعي  طور    شود به   يافته كه فرض مي     رزي انتقال م  به

حد، در نظـر گـرفتن      اين  آسان براي نشان دادن     روش  يك  ). بدون گوشه (متمركز قرار دارد    

 اسـت  i مركـز     و ε بـا شـعاع   دايره      نيميك  وسيله    بهز، اما با افزايش دامنه      بر روي مر   iنقطه  

رابطـه  كـه  در نظر گرفته شود حوزه اي درون  عنوان نقطه  بهتواند مي iنقطه ). 11 ـ  1شكل (

دهد كـه   مرز انتقال مي  را بهi، نقطه  →0εاعمال حد . رود كار مي  در اين مورد به)97 ـ  1(

  .گردد معادله انتگرال مرزي متناظر مي نجر بهم

انتگـرال  .  آزموده شده اسـت →0ε براي )97 ـ  1(رابطه رفتار دو انتگرال سطحي در   

=دايره  نيم با محيط )106 ـ  1(رابطه از جايگذاري پس سمت راست،  πεcS سـازي   رابطـه 

  .شده است

  
  )108 ـ 1(  

  
  . روي مرزا شعاع بسيار كوچك پيرامون نقطهدايره ب نيم  11 ـ 1شكل 

                                                           
1. Singularity 

منطقه داخلي
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1
d + d = d

2
∗ ∗ ∗− τ τ∫ ∫ ∫i n n

V S V

u pu V u S u S

0ε→  ،1كه با   
ln 0ε →
ε

مرز، هـيچ تغييـري در         به iكه با انتقال نقطه     معناست    آن  بهاين  .  

تكـين  با اين حـال، انتگـرال سـمت چـپ كـه      . شود  ايجاد نمي)97 ـ  1(ه رابطسمت راست 

  .انجامد پايدار ميعبارت يك  ، به)107 ـ 1رابطه (دارد تري  قوي

  
  )109 ـ 1(  

 ال مـرزي  انتگـر رابطـه ، )97 ـ  1( در رابطه) 109 ـ  1(و  )108 ـ  1(هاي  رابطهي با جايگذار

  :آيد دست مي   بهiبراي نقطه مرزي 

  )110 ـ 1(  

معـادلات  يـك سيـستم    بهسازي شود و  هر نقطه در مرز رابطه در تواند مي) 110 ـ  1(رابطه 

  .رسدبمرزي 

 Vصورت انتگرال بر روي دامنـه    بهpحجمي ، بار )97 ـ  1(و ) 110 ـ  1(هاي  رابطهدر   

شـكل يـك    صورت زيـر بـه   توان آن را به بيان شده كه مي  )رابطهچپ ر سمت انتگرال دوم د  (

رابطـة زيـر    )35 ـ  1( رابطـه  از )33 ـ  1(رابطـه  كـسر  بـا  . انتگرال مرزي معادل تبديل نمود

  :شود حاصل مي

  

  )111 ـ 1(  

nبا در نظر گرفتن    nGu,τ u و   = tS S S= +  ،G بـا انتخـاب   . دد حذف شو  توان  مي∗=u v  ،

 شـده و همچنـين بـا انتخـاب          يصورت زير معرف ـ    حل بنيادي ارتباط داشته و به       تابعي كه به  

=w p  ، شودتبديل ر شكل زي  به)111 ـ 1(رابطه:  
  

  )112 ـ 1(  



  39     تحليل عدديمباني . 1

  

  : يعنيبودن آن است،هارمونيك  p معرفي شده براي محدوديت

  )113 ـ 1(  

  :زيررابطه علاوه  به. شود تغيير خطي بر روي دامنه، ارضا ميو يك كه براي يك عدد ثابت 

  )114 ـ 1(  

 v∗،)114 ـ  1(رابطه . ))106 ـ  1(رابطه (شود  مياعمال حل بنيادي است،  كه بيانگر u∗ با

 )112 ـ  1(رابطـه   در )114 ـ  1( و )113    ـ1( هـاي  بـا جايگـذاري رابطـه   . كند را تعيين مي

  :خواهيم داشت

  )115 ـ 1(  

هاي مرزي در معادله انتگرال مرزي، بـا دو           انتگرالمانند ساير   ه،  بنابراين انتگرال بر روي دامن    

، انتگرال اول در     pثابت  حجمي   بار   براي. شود  انتگرال بر روي مرز همان دامنه جايگزين مي       

)شود صفر ميسمت راست  = 0)np,.  

  .كند ميرا ارضا  )114 ـ 1(رابطه شود كه  استفاده ميتابع زير  v∗مانند  

  )116 ـ 1(  

شود؛ در مختصات قطبي كه فاقـد تغييـرات محـيط باشـد،               شرح زير بررسي مي     اين قضيه به  

 برابـر  )114 ـ  1(رابطـه  متناظر با سـمت چـپ   ) را ببينيد) 101 ـ  1 (رابطه(اپراتور لاپلاس 

  :بااست 

  )117 ـ 1(  

  هايي نظير مشتق

  )118 ـ 1(  

 مـشخص شـده   u∗، )117 ـ  1(با جايگذاري در رابطه . شوند  تعيين مي)116 ـ  1(از رابطه 

  .آيد دست مي  به)106 ـ 1(رابطه در 
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 نشان 3 ـ  1از مثال گوه كه در شكل  اجزاي مرزي، با استفاده شهاي اصلي در رو گام  

 توصيف شـده، توضـيح داده   2 ـ  1بند  دركه بار حجمي براي داده شده و با معادله لاپلاس 

  . استاتيكي، شش گام زير قابل تعريف استدر شرايط .اند شده

  

  گسست فضايي مرز: اولگام 

روشي است كـه  اين روش مشابه . تقسيم شده استمرزي اجزاي نام  مرز به تعدادي زير   مرز به 

 بـا  ،)را ببينيـد  4 ـ  1 بند  درمحدود اجزاي روش اول گام( رود كار مي به اجزاي محدودبراي 

كـار    بـه مـرزي    دوبعدي اجـزاي خـط    براي مسئله   . يافته است  عد كاهش ب يك كه تفاوت اين

  .رود مي

 0 ـ  1  ،1 ـ  2،  2 ـ  0 سه جزء خطي مستقيم به) 12 ـ  1شكل ( 0 ـ 1 ـ 2مرز گوشه   

  .شده استتقسيم 

  

  جايي و كشش سطحي درون جزء مرزي جابه:  دومگام

  تعريـف روي هر جـزء مـرزي   اي صورت تكه  بهجايي و كشش سطحي       روش حل تقريبي جابه   

عنـوان مجهـولات در نظـر گرفتـه           و كـشش سـطحي بـه      اي    گـره جايي    جابهمقادير  . شود  مي

 توابعوسيله    اي به   مقادير گره  حسببرجايي و كشش سطحي درون جزء مرزي          جابه. شوند  مي

 جـايي و    هيچ الزامي بر پيوستگي جابـه     . شود  يابي مي   مختصات محلي درون  دستگاه   در   شكل

  . روي مرز وجود نداردكشش سطحي در اجزاي مرزي مجاور

 و uاي  و مقادير گـره شده براي هريك از سه جزء مرزي، گره در وسط آن جزء انتخاب        

τn  كه  شود    فرض مي يعني  شوند،    ثابت انتخاب مي   ياجزا. شوند  الحاق ميu   و τn هـر    روي 

طـور كلـي،    بهمعناست كه   نآ بهاين . اي خود هستند و برابر مقادير گره بوده  جزء مرزي ثابت    

جـايي يـا      روي هر جزء مـرزي جابـه      . دهد  جايي رخ مي     يك ناپيوستگي درجابه   در گره گوشه  

با  12 ـ  1مقادير معلوم در شكل . شود رزي در نظر گرفته ميمشرط عنوان  به سطحي كشش

ــار« ــت » ب ــده اس ــشان داده ش ــره . ن ــادير گ ــاي  مق }اي در برداره }u و { }τnــه ــورت   ب ص

1 2 3{ } [ , , ]Tu u u u= 1 و 2 3{ } [ , , ]Tn n n nτ = τ τ τاند  در نظر گرفته شده.  
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  حل بنيادي معادله ديفرانسيل حاكم:  سوممگا

بايد وجود داشـته باشـد و       نمايد  حل بنيادي كه معادله ديفرانسيل حاكم را ارضاء         روش  يك  

يـك بـار    بـراي   كلي، حـل دقيـق      طور    به. مسئله اعمال شوند  الزامي نيست كه شرايط مرزي      

  .حل بنيادي است نامحدود بازگوكننده در يك حوزهمتمركز 

  و) 106 ـ  1(هـاي    هـرابط ـدر τr∗ و u∗اديـل بنيـدي حـلاس دوبعـه لاپـراي معادلـب  

  .شود مشخص مي )107  ـ1(

  

  و اعمال شرايط مرزيگسسته مرزي معادله انتگرال :  چهارمگام

انتگـرال  رابطـه   بـه ) 110 ـ  1(رابطـه   ثابـت در  pمقدار براي ) 115 ـ  1(رابطه اري با جايگذ

  .رسيم مرزي مي

  )119 ـ 1(  

 τn و كـشش سـطحي   uجايي   فقط مقادير جابهگيري روي مرز با انتگرالبار، مقدار  در كنار   

تفكيـك  ثابـت    جـزء مـرزي  Nبه ) 119 ـ  1(رابطه . شوند  در اين معادله ظاهر ميروي مرز،

 iنقطـه   . شـوند تعيـين    آنوسيله    به مقادير مرزي بتوانند  كند كه   تعيين  تا سيستمي را    شده  

  :شود به اين منجر مي، دهد هاي مرزي را نشان مي يكي از گره

  

  

  )120 ـ 1(  

 jS ام جزء مرزي بـا مـرز         jتوانند از انتگرل       مي ،ثابت هستند مقدار   τnj و   juون توابع   چ

  :هاي زير  انتگرالخارج شوند

  

 )121 ـ 1(  
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  )122 ـ 1(  

  )123 ـ 1(  
 

هـاي متنـاظر      انتگـرال با در نظر گرفتن      امين گره،    j  را به  حل اعمال نيروي متمركز   م،   iگره  

رابطه ،   iبراي گره   . دهند  ارتباط مي  ، امين جزء مرزي   j را روي    v∗ يا   τn∗ و   u∗بنيادي    حل

  :شود صورت زير نوشته مي به) 120 ـ 1(

  )124   ـ1(  

بـراي  يعنـي  . نوشـته شـود    صورت پـي در پـي بـراي هـر گـره      تواند به مي) 124 ـ  1(رابطه 

1,2,3,...=i N   اي شـامل      اين روند مجموعهN        را نتيجـه  گسـسته    معادلـه انتگـرال مـرزي

  :عادلات عبارت است ازفرم كلي م كه هد مي

  )125 ـ 1(  

]كه   ]I 2  تعداد با داشتن . واحد است   ماتريسN    مقدار براي { }u   و { }τn  تعـداد ، N   مقـدار 

 مجهول روي مـرز      مقدار N در نتيجه تعداد  . اند   است زيرا نمايانگر شرايط مرزي     مرزي معلوم 

  .استجايي و كشش سطحي  شامل جابهطور كلي  وجود خواهد داشت كه به

{ }P   هاي    مؤلفه شاملiP 1و,...,=i N   ،  سـمت راسـت      مقادير معلوم به  . استمعلوم  مقدار

 كـه بـا حـل دسـتگاه معـادلات      شـوند  منتقل ميرابطه سمت چپ    و مقادير مجهول به   رابطه  

جـايي و كـشش       بنابراين روش جزء مرزي تمام مقـادير مـرزي جابـه          .  تعيين شوند  توانند  مي

هـا بـوده و       بايد اشاره شود كه ماتريس ضرايب شامل تمـام درايـه          . كند  ميتعيين  سطحي را   

  .تمتقارن نيس

گسـسته  رابطـه  ، N=3 و 12 ـ  1نـشان داده شـده در شـكل    گسـستگي  گـوه  براي   

  :بااست برابر ) 125 ـ 1( مرزي انتگرال

  
  )126 ـ 1(  
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  :)را ببينيد 2 ـ 1بند (اعمال شرايط مرزي با 

  )127 ـ 1(  

  :، داريمرابطهسمت چپ  و مقادير مجهول بهرابطه سمت راست  انتقال مقادير معلوم بهو 

  

  

  )128 ـ 1(  
  

نبايد ارزيـابي  متناظر با شرايط مرزي همگن ) 126 ـ  1(رابطه بايد اشاره شود كه ضرايب در 

11شود  21 31 13 23 33( )H ,H ,H ,G ,G ,G.  

صـورت    تواند به   مي) ijP همچنين (ijG و   ijHهاي    لبراي اجزاي مرزي ثابت، انتگرا      

قابـل كـاربرد     (iنقطه  براي موردي كه    عنوان مثال نمايش هندسي       به. ي محاسبه شوند  لتحلي

در گيرد،    قرار نمي ،  )نجام شود بايد ا گيري    انتگرال( jبر روي جزء مرزي     )  متمركز براي بارهاي 

 بـا  2 بـه  1 محلي   از روي گرهjSگيري بر روي انتگرال. شده استنشان داده  13 ـ  1شكل 

مختصات قطبي كه در    دستگاه  . كه بر روي قسمت چپ قرار گرفته انجام شده است         اي    حوزه

 از روي خـط     θي شـده و در آن زاويـه          قر ار گرفته، معرف    iآن مركز مختصات بر روي نقطه       

  .شود گيري مي  ام اندازهjعمود بر جزء مرزي 
  

  

  .جايي و كشش سطحي ثابت به سه جزء مرزي با جابه گوه   تقسيم مرز 12 ـ 1شكل 

 3جزء 

 2جزء 

 1جزء 
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  .گسسته مرزي شرايط هندسي در محاسبه ضرايب معادله انتگرل   13 ـ 1شكل 

  

 حل بنيادي براي  

∗u  شود ميمشخص صورت زير  به) 106 ـ 1(رابطه از:  

  )129 ـ 1(  

∗τ
n

  :شود  بيان مي)8 ـ 1(رابطه وسيله   بهو  با رابطه زير 

  )130 ـ 1(  

}سمت خارج     بهيكه  ار  دبر  يي با توجه به   مشتق جز  }n   هاي    مؤلفه باxn و ynصورت زيـر    به

  :شود ميسازي  رابطه

  )131 ـ 1(  

 jجزء
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  ):129 ـ 1(با تعريف زير و معادله 

  )132 ـ 1(  

  :دهد دست مي بهرابطه زير را ) 130 ـ 1(رابطه در جايگذاري  شده و با يابيمشتقات ارزش

  )133 ـ 1(  

}عبارت درون پرانتز كه برابر ضرب عددي بردارهاي          }r و  { }n     است، بيانگر فاصله d   فاصله ،

  ). مثبت است13 ـ 1براي وضعيت شكل (باشد   ميj مرزي   تا جزءiبين نقطه 

  :شود شرح زير بيان مي به) 121 ـ 1( در معادله ijHجزء   

  )134 ـ 1(  

  با

  ) ـ الف135 ـ 1(  

  و

  ) ـ ب135 ـ 1(  

  :شود منجر ميرابطه زير  به) 134 ـ 1(رابطه 

  )136 ـ 1(  

  :گردد بيان ميصورت زير  به) 122 ـ 1(رابطه  در ijGجزء 

  )137 ـ 1(  

  :آيد دست مي به) 129 ـ 1(رابطه صورت مشابه با جايگذاري در  كه به

  )138 ـ 1(  
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  :برابر است بااين جزء كه 

  

  )139 ـ 1(  

  .) مثبت استln ،d در آرگومان تابع(

i=روي جــزء مــرزي ) محــل اعمــال نيــروي متمركــز (i كــه نقطــه شــرايطيدر    j 

.  است l برابر    ام iطول جزء   . افتد  اتفاق مي  قرار داشته باشد، حالت تكين    ) گيري شود   انتگرال(

i=  مرزي در وسط جزءiه ـي نقطگيررابا قر j بردار ،{ }r بـر بـردار   1 ـ  2جـزء   در جهت 

} يكهسمت خارج  به }n عمود خواهد بود كه در اين حالت d برابر صفر ) 133 ـ  1( در رابطه

τ∗0رو    از اين  شده و  =n ل  پيرامـوني در ح ـ    امتـداد بـا    ه يك ـ شكار است كـه بـردار     آ. شود  مي

از ). 10 ـ  1شـكل   (، متنـاظر اسـت  وجود نـدارد پيراموني كه تنش برشي در جايي  ،بنيادي

  :داريم) 121 ـ 1(رابطه 

  )140 ـ 1(  

 عبارتجايي  هاي روي قطر ماتريس ضرايب جابه بنابراين براي درايه
1

2

 )126 ـ 1(رابطه در  

و با ) 122 ـ 1(در رابطه ) 106 ـ 1(رابطه با جايگزيني ضريب ديگر  براي .ماند باقي مي

  :گره مياني، داريم  نسبت بهu∗تقارن ماتريس  توجه به

  )141 ـ 1(  

شود   انتخاب ميεعنوان   به مرز پاييني انتگرال نامحدود است،r=0 از آنجا كه انتگرال در

  . است→0ε آن كه در

  )142 ـ 1(  

  :شود منجر ميرابطه زير  بهگيري جزء به جزء  انتگرال

  )143 ـ 1(  
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lnε مقدار ،→0εوقتي  εكند صفر ميل ميسمت   به.  

  :شود محاسبه ميشرح  به) 123 ـ 1(ضريب بار در رابطه   

  )144 ـ 1(  

روند اسـتخراج روابـط   ) 13 ـ  1شكل (گيرد   قرار نميj در جزء مرزي iبراي حالتي كه نقطه 

  .است) 133 ـ 1(و ) 131 ـ 1(هاي  رابطهصورت  به

  )145 ـ 1(  

  :انجامد رابطه زير مي به) 144 ـ 1(در رابطه ) 118 ـ 1(رابطه جايگزيني 

  )146 ـ 1(  

  :شود منجر ميرابطه زير  به) 144 ـ 1(در رابطه ) 146 ـ 1(جايگزيني رابطه 

  )147 ـ 1(  

  :مداري) 135 ـ 1(رابطه كه بعد از جايگزيني 

  )148ـ  1(  

نمـودن  اسـت، بنـابراين بـا مـشخص     ) 138 ـ  1 (رابطه شبيه به) 148 ـ  1(رابطه انتگرال در 

ijG داريم) 139 ـ 1(رابطه  در:  

  )149 ـ 1(  

jروي جــزء مــرزي  iدر حــالتي كــه نقطــه  i= رابطــه طــي رونــدي مــشابه،  قــرار دارد  

  .شود  منجر مي)118 ـ 1(رابطه  به) 141 ـ 1(

  )150 ـ 1(  



  شده روش اجزاي محدود مرزي مقياس     48

  

  با

  

  

  )151 ـ 1(  

  :شود شكل زير بازنويسي مي به) 150 ـ 1 (رابطه

  )152 ـ 1(  

  : خواهيم داشت)143 ـ 1 (رابطهبا استفاده از يا 

  )153 ـ 1(  

  

  حل معادلات كلي: جم پنگام

 ،))128 ـ  1( يـا  )125   ـ1(رابطـه  (ها  معادلات نامتقارن با داشتن تمام درايهدر حالت كلي 

 جـايي   جابه N  اين موضوع نتايج را به    . شوند  ميحل  شرايط مرزي   اعمال  با  مدل كلي   بيانگر  

  جـايي   جابه Nسپس تمامي . دهد  ها سوق مي    اي براي تمام گره     اي و كشش سطحي گره      گره

}اي  گره }uو  Nسطحي  كشش { }nτشوند معلوم مي ها بر روي مرز.  

  

  محاسبه نتايج مكمل:  ششمگام

}اي     گره جايي  جابه Nيتماممعلوم شدن   با   }u و  N سطحي    كشش { }nτ     ،بـر روي مـرز  

 iجـايي نقطـه        براي مثال، جابـه    .شود  ميها در داخل جزء قابل محاسبه         ها و تنش    جايي  جابه

  رابطـه جايگـذاري در  ،  pبـراي بـار ثابـت    . كنـد  تبعيت مـي ) 97 ـ  1(از رابطـه حوزه درون 

  :گردد صورت زير بيان مي بهرابطه جزء مرزي ثابت، اين  N  بهو تفكيك) 115 ـ 1(

  

  

  )154 ـ 1(  
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دسـت   بـه صـورت زيـر    بـه نتيجه  )123 ـ  1( و )122 ـ  1(، )121 ـ  1(هاي  رابطهجايگذاري 

  :دآي مي

  )155 ـ 1(  

n و   u∗حل اساسي براي  
∗τ   داخلي   هطنق  وارد شده به  متمركز  بارهاي  با i   مطابقـت دارد. { }u 

}و  }nτ  هستندمعلوم.  

u   ،n∗ بايد مجدداً  ، iمتفاوت  داخلي  هر نقطه   براي    
∗τ و  v محاسبه شـده و ضـرايب       ∗

ijH و ijG همانند ijPدر اين روند، .  برقرار شود از نو{ }u و { }nτ كنند تغييري نمي.  

را در نظر بگيريد كه نتـايج   2 ـ  1 بند تشريح شده در 3 ـ  1شكل  گوه عنوان مثال، به  

،  1 ـ  2بـر روي لبـه   ) كـشش سـطحي  ( تنش برشي ثابـت  .زير براي آن محاسبه شده است

n xτ = τ 2 كه در واقعτnو گـردد  محاسبه مي) 128 ـ  1(شده   حلرابطهباشد، از روي   مي 

0برابر است با     01.807( / ) - 0.134G r u r p . جـايي در نقطـه        جابـهp        رابطـه  بـا اسـتفاده از  

2  برابر است باوگردد  محاسبه مي) 155ـ 1(
00.026 0.008( / )u r G p+.  

  :صورت زير خلاصه نمود توان به روش اجزاي مرزي را ميمشخصات   

  كـاهش بعـد   ، كه منجر بـه )14 ـ  1شكل (صورت فضايي جداسازي شده است   تنها مرز به●

 ـ   گردد  ميباعث  مقدار يك گشته و        فضايي به      از تعـداد  روش اجـزاي محـدود،        ه كه نسبت ب

   نيـز  ها  سازي داده   تلاش محاسباتي و عمليات آماده     و در نتيجه     استه شده  آزادي ك  درجات   

  .باشد نمي مورد نيازحوزه گونه جداسازي  براي بارهاي حجمي خاص، هيچ. بدتقليل يا   

  طور دقيق ارضـا نمايـد،        كه معادله ديفرانسيل حاكم را به      ياديحل بن يك     در اين روش به    ●

  اغلـب حل تحليلـي كـه      اين  . باشد     نياز است كه اين حل بنيادي در هر مسئله متفاوت مي          

  .گردد ها را منجر مي پيچيده است، تكين بودن پاسخ بسيار   

  هاي سطحي را     كشش ها و       جايي  ، جابه   اي  چندجملهدر قلب    در هر جزء مرزي، توابع شكل        ●

  .دهند دست مي  در درون جزء به  

  .ها نياز است اي انتگرال فضايي چندجمله ها، به  با حل بنيادي و لحاظ نمودن تكين●

  . معادلات حاصل در سيستم كلي، كاملاً متراكم و نامتقارن هستند●
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   مرزياجزاي روش  مرزها درجداسازي فضايي   14 ـ 1شكل 

  

   بـر  سـطحي  هـاي   كشش و   ها  جايي  جابه ،سيستم كلي گسسته   انتگرال مرزي  معادلات   در ●

  .شوند  مي محاسبهمشابهيروند با و ظاهر شده عنوان مجهول  بهطور مستقل  به  روي مرز،  

  .تقريب مقادير مرزي محدود هستند  خطاها به●

  .شوند صورت انتخابي تعيين مي به در درون حوزهبيشتر  نتايج ●

  .مصالح ناهمگن و ناهمسان مناسب نيست براي روش اجزاي مرزي ●

  ،رزي، روش اجـزاي م ـ 1 ـ  1 خاك زير سد در شـكل  انند در بررسي محيط بدون مرزي م●

  سـازي    مـدل   با دقت زيـاد    ، اين شرايط در حل بنيادي     وجوددليل    نهايت را به    شرايط در بي    

  .كند مي   

 با هرچه كوچكتر شدن اندازه جزء       هاي اجزاي محدود و اجزاي مرزي       روشطور كلي     به  

 ،تـنش تكـين   يـك نقطـة     نزديكـي   همگرايـي در    اين  . شوند  مي) همگرا(حل دقيق نزديك      به

بـراي  ( .، آهسته اسـت   دهد  حول نوك ترك رخ مي    در مباحث مكانيك شكست     طور كه     همان

اسـتفاده از  دليـل   ن موضـوع بـه  ـاي ـ. اسـت )  ببينيـد 1 ـ  1كل  را در ش ـKمثال نوك تـرك  

دقـت    بـراي دسـتيابي بـه     .  در هر دو روش است     ها  جايي  جابه يابي  ندروها براي     اي  دجملهـچن

  . نياز استد زياد اجزاهاي ويژه و تعدا تكنيك بهبالا، 
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  شده روش اجزاي محدود مرزي مقياس نگاهي اجمالي به     6 ـ 1

و ) 5 ـ  1 ، شـكل 4 ـ  1 بنـد (روش اجـزاي محـدود    به) 3 ـ  1شكل (پس از حل مسئله گوه 

كـارگيري   ، مناسب است كه اين مسئله با به)12 ـ  1، شكل 5 ـ  1 بند(روش اجزاي مرزي   به

 موضوع،  جماليا در اين مرحله از بيان       .نيز حل شود  ي مقياس شده    روش اجزاي محدود مرز   

  .اين مسئله تنها براي برانگيختن توجه خواننده ارائه شده است. فهم كامل نيازي نيست به

يـك جـزء    در ايـن راسـتا      . كنـد   بندي مي    را تقسيم   محيط روش اجزاي مرزي، مرز   اين    

 . براي حالت دوبعدي نشان داده شـده اسـت  15 ـ  1 در شكل 2 و 1بين نقاط ) خط(خطي 

جديـد    سيستم مختـصات   سازي كرد،   اي رابطه   طرز ساده   براي اينكه بتوان شرايط مرزي را به      

,ξ η    مركز آن   . شود  ، معرفي مي  شده  مختصات مرز مقياس  با عنوانO   ،  شـده   مركز مقيـاس 

مختـصات  دسـتگاه   طـور كامـل در درون حـوزه قـرار گرفتـه و بـا                  كه براي محيط مرزدار به    

0ξ از مركز    ξمحور شعاعي بدون بعد     .  مطابقت دارد  y و   xكارتزين    شروع شده و تـا      =

1ξمرز كه در آن به       0وسـيلة   به مرزدار حوزهابد، بنابراين ي  ادامه مي،بعد شده ي ب= 1≤ ξ ≤ 

1η(ز قـرار دارد      محيطـي مـر    امتـداد ، بـر     ηمحـور   . شود    پوشش داده مي   = ،  1 در گـره     −

1η =   :شوند صورت زير تعريف مي اي به و در آن مختصات گره) 2 در گره +

  )156 ـ 1(  

  :باشد شكل زير مي توابع شكل نگاشت نيز به

  )157 ـ 1(  

1 بـر روي جــزء خــط روي مـرز بـرابــر              y و   xمختـصات  
[ ( )]{ } +

2 xN x xη = ∆ η  و 

1
[ ( )]{ } +

2 yN y yη = ∆ ηاند  بوده و اختصارهاي زير نيز اعمال شده:  

  )158 ـ 1(  

  )159 ـ 1(  

صـورت زيـر       را بـه   y و   xاي درون حـوزه بـا مختـصات           انتقال مرز مقياس شده، هر نقطـه      

  .نمايد نقطه متناظر در جزء خطي مرتبط مي به
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  .جايي شده با جابه اجزاي محدود مرزي مقياس   15 ـ 1شكل 

(Reprinted from Computers and Structures, Vol. 78, Wolf and Song, 'The scaled boundary finite 
element method-a primer: derivations', pp. 191-210, © (2000), with permission from Elsevier 
Science) 

  

  )160 ـ 1(  

ξ, مختصات مرزي مقياس شـده  به y و x انتقال از مختصات كارتزين )160 ـ  1(رابطه  η 

گذاري ايـن     نام   نمودن مرز است، منجر به     ننده مقياس ك كه توصيف رابطه  اين  . كند  را بيان مي  

  .روش شده است

شكل زير با هـم در ارتبـاط هـستند             به مختصاتيدستگاه   هر دو     فضايي در  هاي  مشتق  

  .))8الف ـ ( و )7الف ـ ( هاي رابطه ت الف،پيوس(

  

  )161 ـ 1(  

  

  :شود مينوشته صورت زير  از جايگذاري بهپس كه 

  

  )162 ـ 1(  
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  كه در آن
  

  ) ـ الف163 ـ 1(  

  

  ) ـ ب163 ـ 1(  

  با در نظر گرفتن

  )164  ـ1(  

در   الـف  تپيوس ـ توضـيحات (شود    مي محاسبه صورت زير    به  حوزه از dVكوچك   بسيار سطح

همچنـين بـا   . را ببينيـد  )8الف ـ  (رابطه  در Jبا تعريف متفاوت  )9الف ـ  (ارتباط با رابطه 

  .)استملاحظات هندسي نيز اين رابطه قابل محاسبه  بهتوجه 

  )165 ـ 1(  

1ξجزء خطي  بر روي dSو طول خيلي كوچك    :شود ترتيب زير محاسبه مي  به=

  

  )166 ـ 1(  

1ξجايي جزء خطي بر روي  جابه    )157    ـ1(ه ـرابط ـ(ت ـاده از توابع نگاش ــ با استف=

]عنوان توابع شكل      به ( )]N η( شـود  مـي مـرز    بـه محدود، بنابراين جداسازي شدهيابي     درون .

  . ثابت، اعمال شودξها با  بديهي است كه تابع شكل يكساني براي تمام خط

  )167 ـ 1(  

شكل (گذرند   مي2 و   1 هاي  و گره  Oترتيب از     هايي كه به     بر روي خط   ها  جايي  كه در آن جابه   

  :صورت زير است  به،)15 ـ 1

  )168 ـ 1(  
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ξ,كه در مختصات مرزي مقياس شده ) 167 ـ  1(رابطه  η رابطـه  سـت،  سازي شـده ا  رابطه

}تـابع   د،  گـرد   مـي ه مـشخص    ادام ـگونـه كـه در        همان  .باشد   كليدي مي  ( )}u ξ     از متغيـر ξ 

]ع شـكل    ب ـهمـان توا  با اسـتفاده از     . شود  ميرت تحليلي محاسبه    صو  به ( )]N η     ،بـراي مـرز 

)جايي    جابه , )ξ ηu     نيز براي هر ξ   عنوان تعميمي از     تواند به   ميرابطه  اين  . دوش مي محاسبه

} مقادير   يياب   درون  با روش جداسازي متغيرها   ( )}u ξ      در امتداد محيطـي η    تفـسير گـردد ، .

]قابل توجه است كه توابع شكل        ( )]N η        تابعي است فقط از يك متغيرη        كـه در تـضاد بـا

  .باشد  مي))152 ـ 1(رابطه (روش مورد استفاده در اجزاي محدود 

  )169 ـ 1(  

}كه در آن  }u استهاي مشخص در حوزه   گرهها در جايي جابه.  

، )160 ـ  1(رابطـه    طبـق شـده   انتقال مرزي مقيـاس يفرعتهمراه  به) 167 ـ  1(رابطه   

  .دهند جزاي محدود مرزي مقياس شده را تشكيل ميااساس روش 

}هاي برشي  تنش   }τ  برحـسب ها بيان مشتق. اند  مشخص شده)3 ـ  1(در رابطه  xو y 

  :دهد دست مي بهابطة زير را ر) 167 ـ 1(رابطه و جايگذاري  )161 ـ 1(رابطه مشابه با 

  )170 ـ 1(  

  :شوند شكل زير بيان مي به) 157 ـ 1(و ) 162 ـ 1(ت كه در آن معادلا

  ) ـ الف171 ـ 1(  
  

  ) ـ ب171 ـ 1(  

  

1[ ]B 2 و[ ]B مستقل از ξبـدون در نظـر   ) 170 ـ  1(عبارت سمت راست معادله .  هستند

  .كند را بيان مي، كرنش برشي  Gگرفتن عامل 

 كـار   عبـارت شـده،      روش اجزاي محدود مـرزي مقيـاس       استخراجعنوان نقطه شروع      به  

روش كاري مجازي با      .انتخاب گرددتواند  مي) 53 ـ 1(رابطه و اجزاي محدود  مشابهمجازي 

  :شود صورت زير بيان مي  بهw مجازي جايي جابهدر نظر گرفتن 
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  )172 ـ 1(  

بيانگر كار رابطه عبارت سمت چپ    . اند  هاي مجازي   كرنش ,yw و   ,xw  كه  در نظرگرفت  يدبا

 بيانگر كـار خـارجي انجـام        ،سمت راست عبارت   و) انرژي كرنش ارتجاعي  (داخلي ايجادشده   

  .باشد  ميS بر روي مرز nτوسيلة بارهاي حجمي و كشش سطحي  شده به

روي تمام حوزه اعمـال      مرز، بر  عنوان   به Sگرفتن   نظر با در ) 53 ـ 1(رابطه  هاي    انتگرال  

، اجـزاي   2 و   O   ،1رئوس  هاي مثلثي با      گوه (حوزهچند زير   هرا ب   توان آن     هرچند مي . گردد  مي

با هـم جمـع     سپس   كه   نمود تقسيم ،منفرد خطي متناظر با اجزاي  ) 2 و   1خطي با مرزهاي    

و منفـرد   هاي معادل با اجزاي        مشابه براي كميت   هايها، نماد   واژهسازي    براي ساده . شوند  مي

باشد، استفاده شـده       مي ه كلي كه شامل تركيب تمام اجزا      حوزهاي معادل با      همچنين كميت 

  .بيان شده است) 15 ـ 1شكل (طبق منفرد در ادامه، يك جزء خطي . است

 شـده  بنـدي   تقـسيم ))167 ـ 1(رابطه  ( ،جايي  جابه با مجازي جايي  جابه مشابه روش  به  

  .است

  )173 ـ 1(  

شـكل    به گذرند،   مي 2 و   1هاي    و گره  O مجازي بر روي خطوطي كه از        جايي  جابهدر آن    كه

  :شود بيان ميزير 

  )174 ـ 1(  

  :هاي مجازي برابرند با  كرنش)170 ـ 1(رابطه شابه با م

  )175 ـ 1(  

  رابـطــه چپ ت ـمـدر س) 165 ـ  1(و ) 170 ـ  1(، )175 ـ  1(هاي   هـطـرابذاري ـايگـا جـب

  :خواهيم داشت) 172 ـ 1(
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  )176 ـ 1(  

  

  

  

  

  

ا بـر روي مـرز    و تنه ـ1 ـ  2خطـي  ءجزماتريس ضرايب كه داراي معادلات انتگرالي بـر روي  

  :گردد صورت زير تعريف مي باشند، به مي

  

  

  ) ـ الف177 ـ 1(  

  

  

  

  

  )ب ـ 177 ـ 1(  
  

  

  

  ) ـ پ177 ـ 1(  

}مشتق حذف براي  ( )},w ξξمتغير  جزء نسبت به گيري جزء به  انتگرالξاعمال شده است .  
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  )178 ـ 1(  

ر ، معادله زي)176 ـ  1 (رابطهبخش اول و دوم طرف راست  به) 178 ـ  1(رابطه يري كارگ با به

  :آيد دست مي به

  

  

  
  

  )179 ـ 1(  

  

  

  

  و) 165 ـ  1(، )173 ـ  1(هـاي   هـرابط ـذاري ـ از جايگپس، )172 ـ  1(رابطـه ت ـسمت راس

  :شود شكل زير بازنويسي مي به) 166 ـ 1(

  

  )180 ـ 1(  

  

  :صورت زير كارگيري سهم بار حجمي و كشش سطحي بر روي مرزها به با به

  ) ـ الف181 ـ 1( 

  

  ) ـ ب181 ـ 1(  
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  :خواهيم داشت) 180 ـ 1(رابطه در 

  )182 ـ 1(  

ضـرب   و )182 ـ  1(رابطـه  سمت راست با ) 179 ـ  1(رابطه سمت چپ تساوي قرار دادن با 

  :گردد  زير حاصل ميرابطه،  ξنمودن در 

  

  

  )183 ـ 1(  

} مجـازي    هاي  جايي  جابهاينكه    با توجه به   ( 1)}w ξ د، مـاتريس ضـرايب     نباش ـ   دلخـواه مـي    =

  :خواهد بودر رابطه زي نتيجه آن وبخش اول بايد حذف گردد  مربوط به

  )184 ـ 1(  

)اي داخلي بر روي مرز        كه در واقع نيروهاي گره     1)ξ }عنوان تابعي از       را به  = ( 1)},u ξξ  و  =

{ ( 1)}u ξ اس  و معادله تعادل را براسنمودهتعريف ) 184 ـ  1(رابطه دو عبارت ابتدايي در  =

} اي ناشي از كشش سطحي      بار گره  }Q  هاي مجازي    جايي  اينكه جابه   با توجه به  . كند   بيان مي

{ ( )}w ξ    د، مـاتريس ضـرايب كـه داراي معادلـه انتگرالـي بـر روي                نباش ـ   نيز دلخواه مـيξ 

  :رسيم زير ميرابطه   صفر بهاببرابر با قرار دادن معادله انتگرالي . باشد، بايد حذف گردد مي

  )185 ـ 1(  

0هاي ضـرايب       كه ماتريس  ذكر است نكته قابل   اين   1 2[ ],[ ],[ ]E E E     مـستقل از ξ    بـوده و 

)ي بر روي جزء خطي      گير  تنها انتگرال  1)ξ 0عبارات  . شوند  را شامل مي   = 1 2[ ],[ ],[ ]E E E 

 اجـزاي  اسـتاتيكي كار گرفتـه شـده در مـاتريس سـختي      شبيه عبارات به) 177 ـ  1(رابطه 

}مـي   جحي  تناسب مشابهي نيز براي بارهـا     . باشد  دود خطي استاندارد مي   حم }bF ) رابطـه  

  . وجود دارد)) ـ الف181 ـ 1(
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شـود    مـي  ، يعني گوه مثلثي اعمـال     منفرد يـخط زايـوزه اج ـح  به) 185 ـ 1(ه  ـمعادل  

 اجزاي محدود شبندي مشابه با رو روش سرهم كل حوزه، براي مدل كردن. )15 ـ  1شكل (

گونه كه اشـاره شـد، نمادهـاي مـشابهي بـراي       همان.  ارائه شده است،)4 ـ  1 ندبدر  4 مگا(

اي   هـاي گـره   بارشـده و      بنـدي   هـاي سـرهم     جايي  شده، جابه   بندي   ضرايب سرهم  هاي  ماتريس

}ونه  براي نم . شود  بندي شده، استفاده مي     سرهم ( )}u ξ  در امتـداد تمـام      ها  جايي  ، بيانگر جابه 

رابطه طور قراردادي،    به. گذرد  هاي روي مرز مي     ي است كه از مركز مقياس شده و گره        وطخط

  .كند بندي شده كلي را بيان مي سيستم سرهمهمچنين ) 185 ـ 1(

جـايي   در جابـه مـرزي مقيـاس شـده    اجـزاي محـدود   له معادبيانگر ) 185 ـ  1(رابطه   

 در واقع يك سيستم با معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبـه دوم غيـرهمگن خطـي                .باشد  مي

} ها  جايي  براي جابه  ( )}u ξ     بدون بعد (، با مختصات شعاعي( ξ استعنوان متغير مستقل      ، به. 

هـاي مـشتق      مرتبـه   و   تـوان    با   هايي  اي  باشند، ولي چندجمله    ر اين عبارت ضرايب ثابت نمي     د

)مشابه   )2{ ( )}, , { ( )}, ,{ ( )}u u uξξ ξξ ξ ξ ξ ξ ك ي ـ  بـه  عبارت بار حجمي غيرهمگن   . باشند   مي

.  گردد  اضافه سيستم خطي اين  حل همگن براي      تواند به   كه مي شود    ميمشخص هدايت   حل  

د حـل  ن ـتوان  تحليلـي مـي  صورت راحتي و به  ديفرانسيل اولر ـ كوشي ذكرشده، به هاي معادله

شده، روشي براساس اجزاي محدود عددي        محدود مرزي مقياس   اجزايبنابراين روش   . شوند

  .است ξ شعاعي امتداد و يك روش تحليلي در η محيطي امتداددر 

عنـوان يـك مثـال كـاربردي       به2 ـ  1مسئله گوه تعريف شده در بند  ،براي بيان روش  

  وبندي يك جزء خطي با دو گره تقسيم ، به1   ـ2 وجه ).16 ـ  1بالاي شكل (  شده است حل

گونـه كـه در       همـان . ه اسـت   انتخاب شد   دو وجه ديگر   ع، نقطه تقاط   Oشده در     مركز مقياس 

 توضيح داده خواهد شد، خطوط مستقيم مرز كه از مركز مقياس شده عبور              3ادامه در فصل    

0ξمختصات بدون بعـد شـعاعي       . بندي شوند   كنند، لازم نيست تقسيم     مي 1ξو   Oدر   = = 

   بـا تـابع  1ــ  2جايي خطي ذكرشـده بـر روي وجـه     بهاكار گرفته شده و ج ، به1 ـ  2 در وجه

1 منجـر بـه    شكل سـازگاري دارد كـه      2( 1, 1) 0, ( 1, 1)u u u u u= ξ = η = − = = ξ = η = + = 

  .شود مي

)1جايي    بعد از اعمال شرايط مرزي جابه      ) 0u ξ ، معادله جزء محدود مرزي مقياس شده در        =

)2تغير با م) 185 ـ 1(رابطه جايي طبق  جابه )u ξ شود ميبا رابطه زير  برابر:  

  )186 ـ 1(  



  شده روش اجزاي محدود مرزي مقياس     60

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .آن نهايت مربوط به بي ي نيمها هذوزنقگوه  مثلثي و گوه   16 ـ 1شكل 

  

  ): ـ پ177 ـ 1 ـ الف و 177 ـ 1معادله (ند با  هستضرايب برابر

  ) ـ الف187 ـ 1(  

  ) ـ ب187 ـ 1(  

  

  :شود منجر مي) ) الف  ـ181 ـ 1(رابطه  (به pبار حجمي ثابت 

  )188 ـ 1(  

جـاي   بـه ) 186 ـ  1(رابطـه  ماند،  قي مياينكه تنها يك درجه آزادي بر روي مرز با با توجه به

از معادلات ديفرانسيل، يك معادله ديفرانـسيل اسـكالر اسـت و اشـاره شـود كـه                  دستگاهي  

  .شود نمي در عبارت ظاهر 1Eضريب 

روش  بـه سـادگي   باشد كه بـه  ـ كوشي مييك معادله ديفرانسيل اولر  ) 186 ـ  1(رابطه   
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1 2 2 2
1 2 2

2 1 2 0 2
( )

2(4 )

x y x y
u c c p

E E

α α −
ξ = ξ + ξ − ξ

−

نـشان   در ابتدا، معادله همگن، يعني معادله براي بـار حجمـي صـفر            . تحليلي قابل حل است   

  با جايگذاري. داده شده است

 )189 ـ 1(  

bو در نظر گرفتن ) 186 ـ 1(رابطه  در αبا ضريب مجهول 
2 0=Fرسيم معادله زير مي  به:  

  )190 ـ 1(  

  معنا كهاين  به

  )191 ـ 1(  

  :صورت زير است به) 186 ـ 1(رابطه حل كلي شكل همگن 

  )192 ـ 1(  

  . ضرايب ثابت انتگرلي هستند2c و 1cكه در آن 

شـكل     بـراي معادلـه غيـرهمگن بـه        اي  ثانياً در شرايط حضور بارهاي حجمي حل ويژه         

3
βξc 2، )186 ـ 1(رابطه با جايگذاري در . گردد ارائه ميβ   : نتيجه شده و=

  )193 ـ 1(  

  : برابر است با،آيد ميدست  نهي حل همگن و حل ويژه به ، كه با برهمحل كلي

  )194 ـ 1(  

)O(0جايي در نقطه  براي گوه، جابه ξ 2 بايد محدود مانده و با = 0α ، )191 ـ  1(رابطـه   >

2cيجه آن رابطه زير خواهد بود بايد حذف گردد، كه نت:  

  )195 ـ 1(  

)2شرط مرزي  1)ξ = =u uانجامد مي زير رابطه  به:  

  )196 ـ 1(  
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  :شود كه منجر به رابطه زير مي

  )197 ـ 1(  

)1با جايي در گوه،  جابه ) 0ξ =u صـورت زيـر    بـه ) 157 ـ  1(رابطـه   بـا  )167 ـ  1(رابطـه   از

  :كند تبعيت مي

  )198 ـ 1(  

  :آيد دست مي شكل زير به به) 170 ـ 1(رابطه  از τxتنش برشي 

  )199 ـ 1(  

  )171 ـ 1(رابطه با داشتن 

  ) ـ الف200 ـ 1(  

  ) ـ ب200 ـ 1(  

1 شـرح داده شـد،   2 ـ  1 كه در بخش براي مقادير گوه مثلثي 4α جـايي در   جابـه .  اسـت =

,0.5گرفتن با در نظر  Pطه نق 0ξ = η 2:   برابر است با=
00.031 + 0.012( /u r G)p.  

 ،)186   ـ1( رابطــه  جـايي  شده براي جابه اجزاي محدود مرزي مقياسمعادله ، واقعدر   

. رود كـار مـي   بـه ) 16 ـ  1پايين شـكل  (» اي ذوزنقه«محدود  گوه نيمهتحليل براي همچنين 

2 و   ∞−1وجه   جـايي در     جابـه مجدداً يك تغيير خطـي      . ترتيب ثابت و آزاد هستند       به ∞−

>1 ،نامحدوداي محيط بر. شده استارائه  1 ـ  2وجه  ξ < براي بار حجمي . رود كار مي  به∞

شـرط  . شـود  مـي مـشخص  ) 192 ـ  1(وسيله رابطه  بهجايي  ، حل كلي براي جابهصفرشونده

1 شود،  جايي محدود مي    جابهاعمال  نهايت كه باعث      مرزي در بي   0=c   بـا  . دهـد   را نتيجه مي

)2اعمال رابطه  1)ξ = =u u شود ميرابطه زير  حوزه نامحدود برابر جايي جابه:  

  )201 ـ 1(  

2مثال خاص، براي  4α =   .شود مي اعمال −
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ه و   روش اجزاي محدود مرزي مقياس شده در اين بخش بـسيار سـاد             استخراجاگرچه    

  :باشد شرح زير مي  اين روش خلاقانه بهاتيخصوص ازبرخي ، بيان شدمعمولي 

   را بـا اسـتفاده از كـار        ، كـه معادلـه ديفرانـسيل جزيـي        استتحليلي    نيمه روش مورد نظر     ●

   با مختـصات   معادله ديفرانسيل معمولي    به محيطي،   امتداد مجازي، در اجزاي محدود و در         

  صـورت تحليلـي      بـه  توانـد    در نهايـت مـي     و كند  تبديل مي غير مستقل   عنوان مت    شعاعي به   

  .   حل گردد

   كه نتيجه آن كاهش جداسازي فـضايي       شود  صورت فضايي گسسته مي     بهمحيط  مرز   تنها   ●

  هـيچ حـل بنيـادي      ولي در تضاد با روش اجزاي مرزي اسـتاندارد،           .باشد  حد مي ااندازه و    به  

  .شود ل نميحاص ينيهاي تك انتگرالو  لازم نبوده   

  طـور   نهايـت بـه     ط مرزي در بي   شردهد كه      شعاعي اين اجازه را مي     امتداد حل تحليلي در     ●

  . ارضا گرددكامل   

ساس اباشد، اما بر    روش اجزاي محدود مرزي مقياس شده نوعي روش اجزاي مرزي مي            

و اجـزاي محـدود و      و روش اجـزاي مـرزي       د هاي هر   حدود، كه درو اقع مزيت    اصول اجزاي م  

مـشخص  مـستقيم   عنوان مثال، مرزهـاي       به. باشد  هاي خاص خود را دارا مي       همچنين ويژگي 

اين روش خلاقانه همچنين مزاياي هـر       . شوند  كنند گسسته نمي    كه از مركز مقياس عبور مي     

  .را نيز دربر داردتحليلي و عددي دو روش 

  




