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  يطبيعي سازه با استفاده از روابط تحليل ود ارتعاشيروش هاي تعيين پر

  )EIGENVALUEو    RAYLEIGH RITZمقايسه روش هاي(
  مجتبي اصغري سرخي    

mojtaba808@yahoo.com  
  

سيستم در مقابل حركت ديناميكي مي  رفتاري در واقع بيان كننده خصوصيات فيزيكي و T پريود ارتعاشي
قبل از هر چيز لازم به    .باشد و چون رابطه معكوس با سختي دارد، پس بيان ديگري از سختي است

  :  است چراكه nارتعاشي سازه تابع تعيين فركانس nTيادآوريست كه تعيين پريود ارتعاشي سيستم 
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  :پريود ارتعاشي سازه روش هاي محاسبه 

  روش هاي تحليلي - 1

  Eigenvalueمقدار ويژه  حل مساله - 1- 1

شامل فركانس ها و مودهاي طبيعي يك سازه نياز به حل ماتريس مساله مقدار  تعيين مشخصه هاي ارتعاشي
ارتعاش آزاد يك سيستم ناميرا به زبان ساده به شكل از علم ديناميك سازه ها مي دانيم كه  .ويژه دارد

  :اضي زير قابل بيان استير

   n nu t q t   

ام بوده و منحني تغييرشكل آن مود را نشان مي دهد و تابع زمان  nتابع شكل مود  nكه در رابطه فوق 
.نيست nq t  را مختصه زماني و يا به طور خلاصه مختصه مود nتغييرات .يند كه تابع زمان استام مي گو

  :هارمونيك ساده زير تعريف مي شود اني تغييرشكل يا مختصه مودي، با تابعزم

 n n n n nq t A Cos t B Sin t    

n,كه  nA B با تركيب دو رابطه بالا .ثابت هاي انتگرال گيري مي باشند كه از شرايط اوليه قابل تعيين است
n,رابطه زير حاصل مي شود كه در آن  n  مجهول مي باشند:  

  ( )n n n n nu t A Cos t B Sin t     
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ارتعاش آزاد سيستم از رابطه زير حاكم بر  همعادل سازه ها كه از نوع سيستم هاي ميرا به حساب مي آينددر 
  :تعيين مي شود

.. .

0M u C u Ku    

بر حسب توزيع ميرايي در سازه  .ميباشدماتريس ميرايي  Cماتريس هاي سختي و جرم سازه و  M , Kكه 
قطري باشد رابطه بالا معادله ديفرانسيل غير  Cاگر .مي تواند قطري يا غير قطري باشد Cماتريس مربع 

همبسته را براي مختصه هاي مودي بدست مي دهد و مدل هاي تحليل كلاسيك براي حل اين سيستم ها 
 Cو اگر . مود هاي ارتعاشي چنين سيستمي مشابه مودهاي سيستم ناميراست .بل استفاده هستنداق

اشي غيرقطري باشد استفاده از تحليل هاي كلاسيك براي حل اين سيستم ها ممكن نيست و مودهاي ارتع
  .طبيعي آنها مشابه سيستم هاي ناميرا نمي باشد

براي حل معاله نياز به قراردادن مقدار  u t  در.. .

0M u C u Ku   اگر فعلا از ميرايي .ميباشدC 
  :رابطه فوق رابطه زير را نتيجه مي دهد صرفنظر كنيم ادغام دو

 2 0n n n nm k q t        

  :حالتي كه عبارت داخل پرانتز مساوي صفر است منجر به معادله جبري زير مي شود

2
n n n n nk m k m         

2اين رابطه يك مساله مقدار ويژه ماتريسي ناميده مي شود كه 
n   مقدار ويژه وn  مرتبط با بردار ويژه

  :نان زير از طريق روش هاي كلاسيك حل شودو براي حل آن نياز است دترمي. شودن ناميده مي آ

   det 0p k m     

 p   يك چند جمله اي از درجهN با افزايش تعداد درجات آزادي ، .يعني تعداد درجات آزادي سيستم است
براي بسط دترمينان  و حل  چند جمله اي  p  تمام روش هاي حل مسئله  .نياز به روش هاي خاص است

مقدار ويژه، بايد داراي طبيعت تكرار باشند، زيرا اصولا حل يك مسئله مقادير ويژه معادل تعيين ريشه هاي 
چند جمله اي  p  ريحي براي صباشد، روش  4در صورتي كه درجه يك چند جمله اي بزرگتر از .ميباشد

  .حل آن وجود ندارد و استفاده از روش هاي تكرار اجباري است
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   RAYLEIGH METHOD رابطه رايلي - 2- 1

را  )خارج قسمت رايلي(رابطه رايلي .روش رايلي روشي ساده شده جهت تعيين فركانس ارتعاشي سازده است
مي توان از تقسيم حداكثر انرژي جنبشي به حداكثر انرژي پتانسيل سيستمي با ارتعاش هارمونيك ساده با 

براي سيستم هاي پيوسته و گسسته از روابط به طور خلاصه .تعيين نمود و منحني تغيير شكل فركانس
2 ( :مي شودزير استفاده 
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   سيستمها با جرم پيوسته  
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 سيستمها با جرم گسسته  

  
استفاده از اين روش براي سيستم هاييست كه فرض تمركز جرم در طبقات براي آنها صادق باشد براي مثال 

  :شكل زير

  
هاي اجزاء محدود،  روش. ت درجه آزادي دارندهاي مختلف ، در هنگام اعمال يك بار ديناميكي بينهاي سازه

د را به مدلي با تعداد درجات آزادي محدود كه رفتار فيزيكي مشابهي اين سيستم با درجات آزادي نامحدو
ر به تعداد محدودتري د با استفاده از روش آناليز مودال اين تعداد درجه آزادي. كند دارند تبديل مي

ء محدود هنگامي به جواب البته جواب حاصل از سيستم انتقال يافته اجزا. مي شودمختصات مودال تبديل 
   .تعداد مودهاي در نظر گرفته شده افزايش يابدكند كه  واقعي ميل مي
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  RAYLEIGH-RITZ METHODروش رايلي ريتز  - 3- 1

اگرچه رابطه خارج قسمت رايلي مي تواند تقريب رضايت بخشي از اولين مد ارتعاشي در اكثر سازه ها ارائه 
دهد اما اين ضروريست كه آناليز ديناميكي بيش از يك مد را لحاظ كند تا بتواند دقت مناسبي از نتايج ارائه 

فرض . چند مد اول از ارتعاش است بسط ريتز از رابطه رايلي يكي از روش هاي مناسب براي تخمين. دهد
  :[1] تابعي از مد شكل هاي فرضي بكار برداساسي در روش ريتز اينست كه بردار تغيير مكان را بتوان 

  

  
مهمترين بخش انجام تحليل ديناميكي بر اساس زير فضاهاي تعميم يافته، نحوه انتخاب و خصوصيات 

انتخاب بردارهاي پايه مناسب به معناي حدس و تخمين .شدبردارهاي پايه مولد زير فضاي مورد نظر مي با
ويلسون دو دسته اصلي بردارهاي -بردارهاي ويژه و بردارهاي ريتز.مناسب پاسخ مورد انتظار سيستم مي باشد

بردارهاي ويژه به علت هزينه بالاي محاسباتي و عدم در نظر گرفتن عامل بارگذاري .پايه به حساب مي آيند
لذا از بردارهاي ريتز كه متاثر از توزيع مكاني بارگذاري خارجي و محتواي فركانسي .نيستند بهترين انتخاب

در روش ريتز تعداد معادلات نسبت به روش بردارهاي ويژه كمتر . غالب بارگذاري ميباشند استفاده مي شود
  .[4] .است كه باعث كاهش حجم عملياتي مي شود

در حل معادله  ژهيدر روش مقدار و كهيشود در حال يم دهيد ليدر تحل يكيناميد ياثر بارگذار تزيدر روش ر
   det 0p k m    انجام  ياست كه در نرم افزار برا نيهم يبرا .شود ينم دهيد ياثر بارگذار

بخصوص در  تزير ليتحل .ميكن فيرا تعر يكيناميد يردار بارگذارچند ب اي كي ستيبايحتما م تزير ليتحل
 يم يدر بام بحران) برج آنتن ايمثال وجود استخر  يبرا(با جرم متمركز در بام  اين رابلند  نامتق يسازه ها

  .باشد
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  CSIروش هاي تحليلي تعيين پريود ارتعاشي سازه در نرم افزار هاي 

با انتخاب  Analysis Optionدر پنجره مطابق شكل زير  SAP , ETABSدر حال حاضر در نرم افزار هاي 
از هر دو روش مقدار ويژه و ريتز جهت تعيين پريود ارتعاشي سازه مي   Set Dynamic Parametersگزينه 

  :كرد توان استفاده

 

روش مقدار ويژه  CSIرتعاشي سازه در نرم افزار هاي در حال حاضر روش پيشفرض تعيين پريود ا
Eigenvalue پريود ارتعاشي  اما به جهت برتري هاي روش ريتز بهتر است از اين روش جهت تعيين. ميباشد

آناليز ريتز مد هايي را كه اساسا نسبت وسيعي از  توزيع جرم سازه را شامل مي شوند را   شودسازه استفاده 
  .[3] .همه مد ها تحت تاثير برش پايه قرار دارند در نظر مي گيرد و

لذا از بردارهاي ريتز . ترين بخش يك آناليز ديناميكي است حل مقادير ويژه براي يك سازه بزرگ پرهزينه
  .جهت كاهش بعد اين مساله استفاده مي شود
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 ASCE 7-05 براي مثال  آيين نامه روش هاي تجربي - 2

 

  :Ctمقدار 

 0.08 فولادي قابهاي خمشي   
 0.08 قابهاي خمشي فولادي  

 0.05  ساير سيستمها............. 

ميبايست  تحليلي وديپر برابر 1.25 از يتجرب وديپر بودن كمتر صورت در : 2800اي از استاندارد تبصرهمطابق 
  .داد قرار آناليز ملاك را تحليلي وديپر

  

  :مراجع
1-Dynamics of Structure 3rd Ed- Clough Penzien 
2-Dynamics of Structures Chopra Theory and Applications to Earthquake Engineering-Anil 
K Chopra 
3-CSI Programs manual & Ashraf Habibullah Lecture video " The Advantage of a Ritz 
Analysis over an Eigen Analysis in Dynamics ",2010 

 ،مجله عمران شريف سال نوزدهم شماره سي  و هفتم " بهبود الگوريتم ريتز اصلاح شده "زهرا پاچناري،رضا عطارنژاد  -4
  87 ، تابستان) 11-4صفحه 

، دانشگاه شهيد 88ارديبهشت -جزوه  و تمرينات درس طراحي سازه ها در برابر زلزله مدرس جناب دكتر سعيد شجاعي -5
  باهنر كرمان

  

  

  

در تعيين فركانس ارتعاشي ونيز روش رايلي  امه دو مثال از نحوه تعيين مقادير ويژه و بردار هاي ويژه در اد
  .سازه آورده خواهد شد



لیل تفاوت ان را دوره تناوب طبیعی ارتعاش در قاب زیر رادر سه حالت الف ، ب و ج  با هم مقایسه کنید و د
  .توجیه کنید

  

  m1=m2=m3=m4: الف 

 m1=2m2=4m3=8m4: ب 

 8m1=4m2=2m3=m4: ج 

 k1=2k2=4k3=8k4  

در ابتدا ماتریس جرم و سختی را براي درجات آزادي مورد نظر به دست 
سپس با حل مسئله مقدار ویژه فرکانس و مودهاي طبیعی  سازه را آورده و 

 .به دست می آوریم

  m1=m2=m3=m4: الف

  ماتریس جرم

 =   1 1 1 1   
  ماتریس سختی

 =    +   −  0 0−    +   −  00 −    +   −  0 0 −     =    12 −4 0 0−4 6 −2 00 −2 3 −10 0 −1 1   
[ −     ]  = 0    [ −     ] = 0 

det    12 −4 0 0−4 6 −2 00 −2 3 −10 0 −1 1  −       1 1 1 1   = 0 
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det  12 −4 0 0−4 6 −2 00 −2 3 −10 0 −1 1  −   1 1 1 1   = 0 

 =         

64 :با حل معادله فوق خواهیم داشت − 208 + 126  − 22  +   = 0 

 = 0.3964 ⟹   = 0.63         /    

 m1=2m2=4m3=8m4: ب

 =    8 4 2 1   64 − 392 + 624  − 352  + 64  = 0 
 = 0.248 ⟹   = 0.4979         /    

 8m1=4m2=2m3=m4: ج

 =    0.125 0.25 0.5 1   64 − 155 + 65116   − 12764   + 164   = 0 
 = 0.0047 ⟹   = 0.068         /    
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  :فرکانس این سازه را محاسبه کنید

M=100 ton       E=2E6  kg/cm2      I=1000 cm4       A=30 cm2 
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در ابتدا ماتریس جرم و سختی را براي درجات آزادي مورد نظر به دست آورده و سپس با حل مسئله مقدار 
  .دست می آوریم ویژه فرکانس و مودهاي طبیعی  سازه را به

  ماتریس جرم

 =   1 00 3 = 10  1 00 3  
  ماتریس سختی

  = 12    = 12 × 2 × 10 × 10 350 = 559.76   /   

  =    cos  =  30 × 2 × 10 350   45.3  = 9764.53   /   

 =    +   +   +   −  −    +    =  4  +   −  −  11 8    = 
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 =  12003.57 −559.76−559.76 769.67   [ −     ]  = 0    [ −     ] = 0      12003.57 −559.76−559.76 769.67  −    × 10  1 00 3  = 0 

=     :با حل معادله فوق خواهیم داشت 0.0025 ⟹   = 0.05    /    
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  :12سوال 

وزن هر متر . تير صلب فرض ميشود. در قاب زير ستون ها به شالوده به صورت مفصلي متصل اند 
روش زير  2دوره تناوب طبيعي ارتعاش قاب را به . مي باشد 4WLو وزن كل تير   Wطول ستون 

 .بدست آوريد

 S.Wروش : 2روش ريلي    : 1

ݕ  :1   ൌ ௫݌
൫ଷ௅మି௫మ൯
ଵଶாூ

 

ݕ  :2 ൌ ሺݓ
ସݔ

24 െ
ܮଷݔ
2 ൅

ଷܮݔ4

3 ሻ/ܫܧ 

  
  )حل در جزوه(

  

  

  

  

  



وزن هر متر طول ستون . تیر صلب فرض میشود. در قاب زیر ستون ها به شالوده به صورت مفصلی متصل اند
W   4و وزن کل تیرWL روش زیر بدست آورید 2دوره تناوب طبیعی ارتعاش قاب را به . می باشد. 

  1:   =                

2:   =  (  24−    2 + 4   3 )/   

 

 S.Wروش 

  :به دست می آید S.Wبا استفاده از فورمول زیر تناوب سازه به روش 

ω =  ∫  ( ) ( )  + ∑  ∆   ∫  ( )  ( )    + ∑  ∆     

   ∆ = 4  ×   (   ) = 4  ×  4    3 3 −  3 12   = 83  2 5   

   ∆  = 4  ×   (   ) = 4  ×  4    3 3 −  3 12   2 = 169   3 9(  )2 

2  ( ) ( )   
 = 2         24−    2 + 4   3     

  

= 2     1120   − 18    + 23        = 2     1120    = 1.1       

2  ( )  ( )     
 = 2          24 −    2 + 4   3       
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= 2  (  )  15184   − 1192    + 128     + 154     − 415     + 1627       2  (  ) × 3403390720   = 0.75     (  )  

ω =  1.1      +  83  2 5  0.75     (  ) + 169   3 9(  )2 = 1.49        ⟹ ω =  1.49         

 روش مستقیم

  :ستون ها را مانند یک فنر و تیر را به عنوان وزنه در نظر میگیریم

ω =     

 = 2  3     = 6     

 = 4    

⟹ ω =  6    4   =  1.5         
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